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Johann Miiller Regiomontanus (1436-1476) nio é uma
figurinha conhecida entre alunos e professores do Ensino
Fundamental e Médio como, por exemplo, Leonard da Vinci
(1452-1519) e Nicolau Copérnico (1473-1543), seus
contemporineos, mas ele contribuiu de forma espetacular
para a independéncia da Trigonometria que, até o século XV,
eravinculadaa Astronomia.

Em suas obra mais importante, escrita por volta de 1464 e
publicada postumamente, em 1533, De Triangulis
Omnimodis Libri Quinque (Cinco Livros sobre Todos os
Tipos de Tridngulos), Regiomontanus apresenta a primeira
exposicao europeia sistemdtica de Trigonometria Plana e
Esférica, uma tentativa importante de tratamento da
Trigonometria de modo independente da Astronomia. Um
fato importante a ressaltar é que esse trabalho influenciou os
matemdticos e astrénomos Nicolaus Copérnico
(1473-1543) e Georg Joachim von Lauchen Réticos (1514 —
1574). Ambos tiveram em maos alguns trabalhos de
Regiomontanus (ZELLER, 1944).

Essa colegao estd dividida em cinco livros: os dois primei-
ros abordam a Trigonometria Plana, sendo dedicadas 57
péginas a eles; os trés iltimos livros, a Trigonometria Esférica,
elemento mais importante para o estudo da Astronomia,
numa extensio de 74 pdginas. O que Regiomontanus
apresenta em seus livros, na sua maioria, sao conceitos ligados
a Trigonometria estudada no Ensino Fundamental e Médio,
porém com um estilo euclidiano, colocando uma énfase forte
a0 método-dedutivo. Basicamente, cada livro inicia com
definigbes e axiomas, seguindo-se os teoremas e suas
demonstragoes.

Dentre os conceitos estudados encontramos a Lei dos
Senos que nos Livros Didéticos de Matemdtica, é exposto
como uma propriedade trigonométrica num tridngulo
qualquer.

Lei dos Senos: Em um tridngulo qualquer, a razio entre
cada lado e o seno do angulo oposto ¢é igual e constante a
medida do didmetro da circunferéncia circunscrita.
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Para a demonstragio dessa lei os autores de Livros
Didaticos utilizam a definigao de seno no tridngulo retingu-
lo.

Demonstracio:

Seja um tridngulo ABC qualquer inscrito em uma circunfe-
réncia deraioronde, BC=a ,AC =b e AB =c.
Trace-se pelo vértice B o didmetro da circunferéncia que toca
o ponto E, ouseja, BE = 2r. Liga-se 0 segmento EC que
pelo teorema de Thales: Todo tridngulo inscrito numa
semicircunferéncia é retaingulo, o ABCE é retinguloem Ceo
angulo A=E pois ambos estio sob o mesmoarco BC .
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r senA
Fazendo o mesmo processo para os vértices A e C encontra-
se: c
2r = e 2r = =
senB senC
a b c %
o — = — o — r
Logo, cend  senB senC

Na histéria da Matemitica, esse "Teorema" ou "Lei", estd
exposto na obra De Triangulis, em que Regiomontanus trata-
o tanto na Trigonometria Plana quanto na Trigonometria
Esférica. No que se refere a Trigonometria Plana encontra-
mos no segundo livro, teorema 1 essa Lei dos Senos: Em todo
tridngulo retilineo a razao de um lado para com o outro lado é
a mesma que o seno do 4ngulo oposto ao lado para com o




4 .. [ ]

seno do 4ngulo oposto ao outro lado (PEREIRA, 2010, p.
164-165).

Esquematizando...

Como dissemos, o seno de um angulo é o seno do arco
subtendido aquele 4ngulo. Além do mais, esses senos
devem ser relacionados por um, e o mesmo raio do
circulo, ou por vérios [raios] iguais. Assim, se 0 AABG
¢é um tridngulo retilineo, entdo a razao do lado AB para
com lado AG ¢é a mesma que o seno do ZAGB para o
seno do ZABG; similarmente, a razio do lado AB para
com lado BG ¢ a mesma que o seno do ZAGB para o
senodo ZBAG.

Demonstragao

Se o AABG ¢é um tridngulo retingulo, a prova serd
direta pelo Teorema 28 do Primeiro Livro dos
Triangulos. Entretanto, se o tridngulo nao for retingu-
lo, os dois lados AB e AG sio iguais, os dois angulos
opostos aos lados também iguais e conseguintemente
seus senos serdo iguais. Assim dos dois lados dele é
estabelecido que nossa proposigao é verificada. Mas se
[um dos dois lados] ¢ maior que o outro — por exem-
plo, se AG é maior — entdo tragaremos por BA um
segmento até o ponto D, até toda [a linha] BD seja
igual ao lado AG. Entao, ao redor dos dois pontos B e
G como centros, dois circulos iguais sio entendidos
para ser tragados com os comprimentos das linhas BD
e GA como raios [respectivamente]. As circunferéncias
destes circulos interceptam a base do tridngulo nos
pontos L e E, tal que o arco DL subtende ao  ZDBL,
ou ABG, e o arco AE subtende ao 4ngulo ZAGE ou
AGB. Finalmente duas perpendiculares AK e DH, dos
dois pontos A e D, interceptam a base. Agora é
evidente que DH ¢ o seno reto do  ZABG e AK é o
seno reto do ZAGB. Além disso, pela Proposi¢io 4 do
Livro VI dos Elementos de Euclides', a razio de AB
para BD, e consequentemente para AG, ¢ a mesma de
AK para DH. Assim, a afirmagao da proposicio é
verdadeira. (Grifo nosso)

Fica claro que Regiomontanus no inicio do enunciado do
teorema nos diz que “o seno de um angulo ¢ o seno do arco
subtendido aquele 4ngulo”, ou seja, ele relaciona com o raio
do circulo que estd sendo estudado. Em seguida, expoe uma
propriedade importante que conhecemos por lei dos senos:
Em todo tridngulo qualquer a razio entre a medida de um
lado e o0 seno do angulo oposto a este é constante, ou seja, ¢ a
mesma seja qual for o lado escolhido. Tomando a figura do

teorema 1 alei dos senos seguiria:

senABG u senAGB o senBAG
AG AB BG

Para a demonstragio ele analisa os dois possiveis casos,
quando o tridngulo for retdngulo e quando o tridngulo for
qualquer. Para o primeiro caso o teorema 28 do primeiro
livro resolve o problema. Para o caso em que o tridngulo é
qualquer ele ainda divide em dois subcasos: tridngulo
isosceles e tridngulo escaleno, onde segue acima suas
demonstragoes.
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O que difere a demonstragao atual e a do século XV ¢
justamente a forma como estd definido o seno de um angulo.
O conceito de seno, como usado na obra, éuma perpendicular
tragada de uma extremidade de um arco de um circulo para o
didmetro que foi tracado pela outra extremidade do arco. Na
demonstragao acima podemos ver com clareza essa definicio
na conclusio da prova: Agora ¢é evidente que DH ¢ o seno
retodo ZDBGeAKéosenoretodo ZAGB.
Nosso intuito aqui nao é fazer com que o professor trabalhe a
Lei dos Senos sob o ponto de vista histérico, mas sim,
possibilitar outras formas de apresentacdo de uma demons-
tragao que poderd levar o aluno a construir outros conceitos
que foram se desenvolvendo ao logo da Histéria da
Matemitica.
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Proposi¢io 4.VI: Os lados a volta dos dngulos iguais dos tridngulos equildteros estao em proporgio, e os que se estendem sob os angulos iguais sio homélogos.

“Teorema 28: Quando a razio de dois lados de um triangulo retingulo é conhecida, seus angulos podem ser calculados (PEREIRA, 2010, p.123).




