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RESUMO

Reconhecidamente, as raizes do que hodiernamente conhecemos por

Geometria Algébrica - GA tem suas fontes na Grécia, se levarmos em

conta que os antigos helénicos desenvolveram cdlculos elaborados,
recorrendo a certos procedimentos geométricos. Por outro lado, um
olhar especifico atinente & manipulagio de equagoes algébricas é
registrado com maior énfase no século XVI. Destarte, vdrios
matemadticos se detiveram ao estudo de curvas especiais relacionadas
com a solucdo de intimeros problemas (ZDOROYV, 1980; YATES,
1947). Possivelmente o dpice de todo o processo é marcado pela
introducio de um sistema de coordenadas e a descricao dessas curvas
por meio de equagoes geraisf()(, Y)=0. Ora, nos referimos a certos
elementos que demarcam o nascedouro da GA (VAINSENCHER,
2009). De modo particular, nesse trabalho, discutiremos a aborda-
gem e alguns exemplos particulares presentes na obra portuguesa de
Albuquerque (1937), intitulada Geometria e Anélise: teoria geral das
curvas algébricas e complementos do cdlculo integral.
Evidenciaremos, todavia, determinados argumentos cldssicos e
propriedades, num contexto histérico, que admitem uma ressignifi-
cagao com origem na tecnologia. Para tanto, trazemos uma discussao
relativa a aplicacio ao cédlculo integral. Com efeito, restringir-nos-

emos a algumas integrais do tipo J'f(‘\.‘ u(y\.u +ax"™ +ta dx

envolvendo uma funcio f(x,y) em y que estd relacionada com x pela
+oeta, .

_n-1

expressio  y’ = X =a,x" +a,x

Por intermédio da tecnologia, mostraremos algumas aplicagoes
que possibilitam uma interpretagio grifico-geométrica originada
neste modelo. Deste modo, mediante o quadro atual de avanco da
GA, resgatamos um olhar de interpretagao qualitativa de certos
fendmenos a partir da visualizacao de complexas entidades conceitu-
ais (ALVES, 2013).

Palavras-chave: Cilculo, Historia da Matemdtica, Curvas
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INTRODUCAO

No livro intitulado Curvas Algébricas Planas, Vainsencher
(2009, p. 114) explica a possibilidade de aplicamos determina-
das caracteristicas de certa classe de curvas algébricas (curvas
racionais) ao célculo de integrais. Em linguagem atual, o
referido problema pode ser descrito por meio da defini¢io de
fungao algébrica.

De fato, dizemos que a fungio y =@(x) definida e continua
numa vizinhan¢a do ponto x, € IR (ou C) éalgébrica se existir
um polinémio nio-constante [ tal que f(x,¢(x))=0 no
dominio de ®. Ademais, se tomamos [ irredutivel, entio o
polindmio fica determinado, a menos de um fator constante e
dizemos, pois, que f éequagiode ®.Ouainda, ? édefinida
por f(X,Y)=0 . Eisa questio que buscaremos abordar e
evidenciar seu contexto histérico: Sob que condigoes, a integral
Iw(x)dx é exprimivel como fungdes ele-mentares?

Antes de fornecermos maiores detalhes relativos ao trato
formal deste problema, faremos uma breve incursao histérica
relativa ao contexto da Geometria Algébrica.

Contexto histérico da Geometria Algébrica

Nos séculos XIX e XX, devido ao grande desenvolvimento do
Cilculo, impulsionou-se o estudo de novas fungoes transcenden-
tes. Neste sentido, Albuquerque (1937, p. 43) menciona que “o
aparecimento de novas integragoes fez surgirem novas fungoes
transcendentes”. Um pouco mais adiante, 0 mesmo autor,
menciona o caso da “determinagio de dreas e comprimentos de
arcos de curvas que dependem de integrais, a grande maioria dos
quais nao se calculam por meio de fungdes elementares”.

No trecho de seu livro intitulado “Complementos de Célculo
Integral”, este autor discute integrais do tipo
I f (x,\/ ax"+ax"" +---+a,dx relacionando a expressao do inte-
grando auma curvaalgébricado tipo y* = X =ax" + ax""' +---+a,

Por outro lado, discutiremos a situagao particular de integrais
daseguinte forma [ /(x,Jax'+bx +cx’ +dx+edx , quando o polind-
mio X for do quarto grau.

Nesta situagio, lidamos com integrais elipticas que permitem
uma profusio de aplicagbes em vdrias dreas da Matemdtica.
Registramos, na literatura, os primeiros estudos relativos a classe
de integrais elipticas em 1655, por John Wallis, com a andlise do
arco e da elipse. Neste sentido, John Wallis (1616-1703) e Isaac
Newton (1643-1727) publicaram um tratado sobre expansao de
séries infinitas para comprimento de arco e a elipse. Apenas nos
anos de 1700, sabemos que Legendre desenvolveu o estudo de
funcoes elipticas com aplica¢oes imediatas em Fisica.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) foi responsdvel, por
meio da publica¢io da obra intitulada Memoires de I'Acadmie
Francaise em 1786, baseado em arcos elipticos. Um pouco mais
tarde, ele apresentou, 4 academia de Ciéncias, outro trabalho
intitulado Mémoire sur fonctions eliptique transcedant. Assim,
o trabalho e as ideias promovidas e disseminadas por insignes
matemadticos proporcionou uma contribuigio na constituigio de
uma drea de investigagido matemdtica, hodiernamente conhecida
como Geometria Algébrica. Na préxima segio, assinalar-se-ao
elementos atinentes ao contexto de curvas algébricas.

Complementos do Calculo
Logo no inicio da se¢io relativa aos complementos do Cilculo,
Albuquerque (1937, p. 78) diz que as fungées sio separadas em
duas grandes classes: algébricas e transcendentes. Na figura 1,
trazemos um pequeno trecho em que o mesmo apresenta uma
defini¢ao introdutdria.

Np sentido mais geral, diz-se que uma grandeza y ¢é fungio
algébrica de x, quando ela satisfaz a uma equagio
Fx,y=o0
racional em relagido a incégnita y, e a varidvel independente x,

que_aparece nos cocficientes de v.
Figura 1. Albuquerque (1937, p. 78-79) descreve uma classe de fungées
do seu interesse relacionadas com os compl do Célculo.

Logo na figura 2, assinalamos a capa do compendio escrito
José Ribeiro de Albuquerque. Vale assinalar o capitulo VI da
referida obra, em que este autor aborda o tépico relativo aos
complementos de Célculo. Ora, o cardter abstracionista se revela




ao leitor de modo irrefutdvel. Nossa intencio, doravante,
caracterizar-se-4 na interpretagio gréfico-geométrica de algumas
integrais particulares discutidas no capitulo VI.

Geometria e Andlise
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Figura 2. Livro de edigao portuguesa que marca a contribuigao de elementos
remontam os primérdios da Geometria Algébrica

Tecnologia e Historia da Matematica: alguns exemplos
Retomando o problema indicado logo na introdugio desse

escr(i)tcc)> (ver fig. 2), vamos considerar a seguinte integral
(ETI , onde @(x) ¢ definida por meio da curva algébrica

Y2 -X2+X’=0.

Ora, Vainsencher (2009, p. 115) promove a seguinte indicagio

(x(T), /(D) = (T*~1T(T" ~D). Segue que: [%D; (€T D)y

72141
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Finalmente, escrevemos: I(z(_'_l) dx = g( 3

Reparemosque y?=x2-Xx°—

W) = (17 - LN - 1))

Figura 3. Visualizagao da curva em denadas car

esuap izagao.

Albuquerque (1937, p 100) comenta o seguinte exemplo de
lntegral I |:\/f+m+\/x —Vx*+x ] .

Observamos que a integral / pode ser relacionada com a seguinte

curva Y°-2X°+3XY =0. Ora, o autor explica, sem maiores
detalhes, que, resolvendo a equagio anterior, podemos inferir:

pu X sl 20 & a5 \/x5 + x¢ . Neste caso, escrevemos
T
entio: (1), YT =G 7> _Ts) e com tal parametrizagao,

podemos inferir que satlsfaz aequagio y’ _2X°4+3XY =0-

Ademais, um pouco mais adiante, Albuquerque (1937, p. 102),
comenta que “a ctibica considerada ¢ unicursal porque possui um
ponto duplo na origem”. E, a partir da parametrizagio, ele

indica: 7-f H’ \/’_x"dx%/x’-Jx’_xJ_—I[H ]dr- ('——)+C e, por fim, sua

—({/—1 +x+x + {/—1 —x® +x° )

. X . e ’
Logo adiante, divisamos o comportamento gréfico-
geométrico da curva algébrica associada ys _2 x5 4+3xy =0 -

primitiva 7 =

Ao lado direito, na figura 4, registramos certas limitagoes do
software GeoGebra no sentido de exibir o trago desta equagio.
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Figura 4. Visualizagao das propriedades gréfico-geométricas
indicadas e discutidas por Albuquerque (1937).

Com o software Geogebra, podemos inspecionar e analisar o
comportamento estranho das retas tangentes nas vizinhangas da
origem. Com efeito, indicamos seu comportamento grafico-
geométrico nas figuras 4 e 5. Ao lado direito, divisamos sua
parametrizagao.

Figura 4. Visualizagao das propriedades grafico-geométricas
indicadas e discutidas por Albuquerque (1937).

DISCUSSOES FINAIS

Neste trabalho, buscamos enfatizar, com o arrimo da tecnolo-
gia, determinados modelos matemdticos conhecidos, hd
décadas, no ramo de estudo da Geometria Algébrica. De modo
particular, damos énfase ao estudo desenvolvido por
Albuquerque (1937). Assinalamos em sua obra, o trato e a
abordagem de certos tépicos relacionados ao tépico de curvas
algébricas que detém enorme aplicagio. Em nosso caso, discuti-
mos algumas de suas aplicagoes ao Cdlculo Integral com vistas a
descri¢do de integrais elipticas e eulerianas. Tais integrais sdo
abordadas ainda em tempos atuais, contudo, sob a égide de uma
perspectiva eminentemente algebrizante e estrutural. Dai, com
arrimo nas figuras anteriores, assinalamos aspectos de ordem
intuitiva, mormente aqueles de ordem perceptual do estudante
(Alves, 2013a,2013b).

REFERENCIAS
Alves, Francisco, R. V. (2013a). A nogdo de integral generalizada: sua
exploragao apoiada na tecnologia num contexto histérico. Anais do VI
HTEM, Sao Carlos: Editora Universitdria, 1-8. Disponivel em:
ifce.academia.edu/RegisFrancisco.

Alves, Francisco, R. V. (2013b). A nogao de integral generalizada: sua
exploragio apoiada na tecnologia num contexto histérico. Anais do VI
HTEM, Sao Carlos: Editora Universitdria, 1-8. Disponivel em:
ifce.academia.edu/RegisFrancisco.

Albuquerque, J. R. (1937). Geometria e Andlise: teoria geral das curvas
algébricas e complementos do cilculo integral. Lisboa: Editora
Universitdria.

Rosen, Kenneth, H. (2008). Elliptic curves, Number theory ans
Crypthografy. Second Edition, New York: Chapman Hall.

Yates, R. C. (1947). A Handbook on Curves and properties. Michigan:
An Arbor.

Vainsencher, Irael. (2009). Introdugio as Curvas Algébricas. Rio de
Janeiro: IMPA.

Zdorov, Yu, A. (1980). Remarkable curves. Moscow: MIR




