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Resumo

Este artigo traz os resultados de uma pesquisa bibliografica que teve por objetivo
apresentar uma trajetdria historica dos numeros reais. As fontes de pesquisa foram livros
de matematica e historia da matematica bem como artigos cientificos. O trabalho foi
dividido nas seguintes secdes: a descoberta dos numeros irracionais na Greécia, 0S
infinitesimais, a aritmetizagdo da analise e as teorias dos numeros reais. Os resultados
indicaram que a historia dos numeros reais iniciou na Grécia, com a descoberta de
segmentos incomensuraveis pela escola de Pitagoras, fato que trouxe a tona 0s numeros
irracionais. Por um longo tempo, o trabalho com os nimeros irracionais foi evitado e
somente 2500 anos depois foi possivel estabelecer a construcdo axiomatica dos nimeros
reais. O surgimento da expressdo “nimero real” se deu com René Descartes (1596-1650)
em 1637, quando este rejeitou as raizes de equagdes expressas por nimeros imaginarios
e tal expressao ainda é utilizada até hoje. Com o desenvolvimento dos infinitesimais no
fim do século XVII, muitas inconsisténcias nos fundamentos da matematica foram
constatadas, mas estas passaram quase despercebidas devido a grande aplicabilidade dos
métodos infinitesimais, fato muito explorado nos estudos matemaéticos no século XVIII.
Somente no século XIX, percebeu-se a necessidade de rigorizar a Anélise, 0 que originou
0 movimento histérico conhecido como aritmetizacdo da analise. Neste cenério, 0s
matematicos estavam cientes que de o progresso dependia de uma extensdo do conceito
de nimero. A propria ideia de funcgdo teve que ser esclarecida e no¢ées como as de limite,
continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade tiveram de ser cuidadosa e claramente
definidas. Ao final do século XIX, surgiram constru¢fes axiomaticas para 0s nimeros
reais que até entdo ndo estavam claramente fundamentados. As teorias dos nimeros reais
foram construidas pelo francés Charles Méray (1835-1911) e pelos alemédes Karl
Weierstrass (1815-1897), Richard Dedekind (1831-1916) e George Cantor (1845-1918).

Palavras-chave: Histéria da Matematica; NUmeros irracionais; NUmeros reais.

Abstract

This article presents the results of a bibliographical research that aimed to present a
historical trajectory of the real numbers. The sources of research were math and history
of mathematics books as well as scientific articles. The work was divided into the
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following sections: the discovery of irrational numbers in Greece, the infinitesimals, the
arithmetization of analysis and theories of real numbers. The results show that the history
of real numbers began in Greece, in the theory of non-commensurable segments by the
school of Pythagoras, a fact that brought the irrational numbers out. For a long time, the
work with the irrational numbers was neglected and only 2500 years later it was possible
to establish the axiomatic construction of the real numbers. The emergence of the
expression "real number" occurred with René Descartes (1596-1650) in 1637, when he
rejected the roots of equations expressed by imaginary numbers and such expression is
still used today. With the development of the infinitesimals at the end of the seventeenth
century, many inconsistencies in the foundations of mathematics were observed, but these
were almost unnoticed due to the great applicability of infinitesimal methods, a fact that
was much explored in mathematical studies in the eighteenth century. Only in the
nineteenth century the need of a rigorous analysis was noticed and because of that,
originated the historical movement known as arithmetization of analysis. In this scenario,
mathematicians were aware that progress depended on an extension of the concept of
number. The idea of function itself had to be clarified and notions such as limits,
continuity, differentiability and integrability had to be carefully and clearly defined. At
the end of the nineteenth century, axiomatic constructions arose for the real numbers that
until then were not clearly based. Theories of the real numbers were constructed by the
Frenchman Charles Méray (1835-1911) and by the Germans Karl Weierstrass (1815-
1897), Richard Dedekind (1831-1916) and George Cantor (1845-1918).

Keywords: History of Mathematics; Irrational Numbers; Real Numbers.

Introducéo

A oposicao de René Descartes (1596-1650) a utilizagdo dos numeros complexos
a partir dos trabalhos com raizes de equages realizados por Girolamo Cardano (1501-
1576) e Rafael Bombelli (1526-1572) foi o impulso para que ele cunhasse a expressdo
“numero real”. De acordo com Kline (1972), René Descartes (1596-1650) rejeitou as
raizes complexas ¢ usou o termo “imaginario” para designa-las. Em 1637, Descartes
escreveu em La Géométrie: “tanto as verdadeiras raizes quanto as falsas ndo sdo sempre
reais, mas as vezes apenas imagindrias.” Descartes fez uma distin¢ao clara, mais do que
Seus antecessores, entre as raizes reais e imaginarias de uma equacdo. Apesar de Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) ter percebido a inadequagdo do termo “imaginario”, esta
tomou raizes profundas, porém, para a palavra “real” ndo foi “nem sequer proposta uma
mudanga para um t€rmo mais adequado.” (DANTZIG, 1970, p. 202).

A evolugdo histdrica dos numeros reais se deu desde a “descoberta” na Grécia dos
segmentos incomensuraveis no século V a. C. até a sua construcdo axiomatica no seculo

XIX. Percebemos que foram necessarios quase 2500 para que 0s numeros reais pudessem
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ser construidos. Cabe ressaltar que neste intervalo temporal, outros fatores foram
extremamente importantes para o desenvolvimento histérico dos numeros reais.

A concepcdo do universo pregada pela escola de Pitagoras (580-500 a.C.) era
aritmética: “Tudo é niimero”. A descoberta da incomensurabilidade pelos gregos trouxe
a tona dos numeros irracionais e marcou o declinio do pitagorismo como sistema de
filosofia natural e a concordancia perfeita entre as coisas aritméticas e as coisas
geométricas mostrou ser um embuste: como 0 himero podia dominar o universo, quando
ndo podia dar conta nem do aspecto mais imediato do universo, a Geometria?
(DANTZIG, 1970, p. 98)

O desenvolvimento do Calculo no final do século XVII por Gottfried Leibniz
(1646-1716) e Isaac Newton (1642-1727) foi um passo notavel para a matematica, porém
surgiram criticas em relacdo aos seus fundamentos ao ter em vista imprecisdes nas
explicacfes de Leibniz e Newton. No entanto, as criticas aos métodos infinitesimais
foram praticamente suprimidas em decorréncia da grande aplicabilidade do Calculo,
principalmente a Mecanica, o que foi muito explorado nos estudos do século XVIII.

Em 1797, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) assumiu que uma fungdo continua
pode sempre ser expressa como uma série de Taylor. No inicio do século X1X, estudiosos
comecaram a questionar a validade do principio de Lagrange ao ter em vista absurdos em
contradices no uso das séries infinitas. Estes questionamentos impulsionaram a
aritmetizacdo da anélise, um movimento que buscou fundamentar o conceito de nimero.
Na segunda metade do século XIX, emergiram as teorias de ndmeros reais, cujas as
contribui¢des cruciais foram dadas por Charles Méray (1835-1911), Karl Weierstrass
(1815-1897), Georg Cantor (1845-1918) e Richard Dedekind (1831-1916).

Este trabalho traz os resultados de uma pesquisa bibliografica que teve por
objetivo apresentar uma trajetdria histérica dos numeros reais. O trabalho foi dividido nas
seguintes secOes: a descoberta dos ndmeros irracionais na Grécia, os infinitesimais, a

aritmetizacdo da analise e as teorias dos nimeros reais.

A descoberta dos numeros irracionais na Grécia
De acordo com Boyer (1974, p. 53), Pitagoras e seus discipulos defendiam que a
esséncia de tudo, seja na geometria como nas questfes praticas e tedricas da vida do

homem, podia ser explicada em termos de arithmos, isto é, nas propriedades de nimeros
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inteiros e suas razdes. Isto levava a uma exaltacdo e ao estudo das propriedades dos
nUmeros junto com a geometria, a musica e a astronomia, que constituiam as artes liberais
basicas do programa de estudos pitagorico, conhecido como quadrivium.

A descoberta grega que abalou a fé pitagorica de que “Tudo é nimero”, iniciando
a primeira “crise” da matematica, foi a incomensurabilidade. Os pitagoricos se depararam
com o0s nUmeros irracionais e perceberam que 0s nimeros que eles conheciam nédo eram
suficientes para explicar a natureza. Boyer (1974) explica que a primeira percepcéo de
grandezas incomensuraveis € tdo incerta quando a época de sua descoberta, mas sugere
algum momento antes de 410 a. C. A descoberta da incomensurabilidade foi para os

gregos um “escandalo 16gico” que tentaram manter em sigilo:

Alogon, o inexprimivel, era como se chamavam tais irracionais, e 0s membros
da ordem juravam ndo divulgar sua existéncia a estranhos. Tendo descoberto
uma imperfei¢do inexplicdvel na obra do Arquiteto, era necessario manté-la
em segredo, sendo sua raiva, por ter sido exposto, cairia sdbre o homem.
(DANTZIG, 1970, p. 97)

Segundo Kline (1972), além de Alogon (ou Alogos), também era utilizado o termo
Arratos, que significa “sem razdo”, dai o termo atual nimeros irracionais. De acordo com
uma lenda em Eves (2011), foi Hipaso de Metapontum (séc. V a. C.) quem revelou o
segredo das grandezas incomensuraveis a estranhos, e por isso foi expulso da comunidade
pitagérica, sendo-lhe ainda erigido um timulo, como se estivesse morto.

Encontramos dois relatos distintos sobre o caminho que levou o0s gregos as
grandezas incomensuraveis, mais especificamente, ao primeiro irracional conhecido: o
namero V2. O primeiro caminho é o geométrico, que remete a aplicagio do teorema de
Pitdgoras, em que os pitagoricos perceberam que “a diagonal do quadrado ndo tem
medida comum ao seu lado” (DANTZIG, 1970, p. 97). O segundo ¢ o caminho aritmético,
segundo o qual Struik (1986, p. 80) sugere o uso da média geométrica a/b=b/c, simbolo
da aristocracia.

Kline (1972) aponta que, mesmo antes da “crise” ocorrida na Grécia, os nimeros
irracionais ja eram conhecidos na Mesopotamia. Nas tdbuas de poténcias e raizes dos
babilénios, quando a raiz era um inteiro se tinha um valor exato, caso contrario, o valor
sexagesimal correspondente era aproximado. Entretanto, ndo ha nenhuma evidéncia de
que eles eram conscientes do fato dos irracionais ndo poderem ser expressos com um
nimero finito de algarismos, “é mais plausivel crer que eles acreditavam que os

irracionais também podiam ser expressos de maneira exata na forma sexagesimal,
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prolongando a expressao até onde fosse necessario” (KLINE, 1972, p. 8). Importa
destacar que os babil6nios tinham uma excelente aproximagio de V2 que era 1,414213
..., uma vez que para essa quantidade de casas decimais o correto é 1,414214... .

Para Eves (2011), a irracionalidade de \2 provocou alguma consternacdo nos
meios pitagoricos, pois ela parecia perturbar ndo s6 a crenca de que “tudo ¢ niimero”,
como também a definicdo pitagérica de proporcao, cujas proposi¢coes se limitavam as
grandezas comensuraveis. A partir deste momento, as demonstracdes que faziam uso da
teoria das proporgOes tiveram que ser abandonadas. Neste contexto, era necessario
estabelecer uma nova teoria das proporc¢des que foi independente da comensurabilidade.
Apenas por volta de 370 a.C., Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) conseguiu este feito. A
teoria das proporgdes eudoxiana constitui a base do livro V dos Elementos de Euclides
(séc. Il a. C).

Nos séculos seguintes, 0 uso da Teoria das Proporcdes de Eudoxo evitou a
discussdo sobre a natureza dos ndmeros irracionais. Foi apenas no século XVII com o
surgimento dos métodos infinitesimais, que o assunto gerou inquietacdo dos estudiosos

novamente. Discutimos este cenario histdrico a seguir.

Os infinitesimais

O trabalho de sistematizagdo do calculo foi realizado de forma independente por
Leibniz e Newton no fim do século XVII, a realizagdo matematica mais notavel do
periodo. Porém, surgiram discussdes a respeito da legitimidade dos métodos
infinitesimais, uma vez que os argumentos de Leibniz ndo eram definitivos e ele propunha
diversas justificativas, uma delas era a aceitacdo dos infinitésimos como meras ficgdes.
Newton, ao contrario, trabalhava bem seus argumentos antes de publica-los e considerava
0 padrdo da geometria grega mais adequada para expor suas ideias, contudo havia certa
imprecisdo no seu método de expressdo. Struik (1986) aponta que as explicagcdes sobre
os fundamentos do Calculo eram imprecisas: “algumas vezes, os seus dx, dy eram
quantidades finitas, outras vezes quantidades menores que qualquer quantidade
significativa, porém nao nulas” (STRUIK, 1986, p. 186).
As imprecisbes de Leibniz e Newton provocaram as criticas de Bernard Nieuwentijt
(1654-1718) e de George Berkeley (1685-1753), respectivamente. A obra The Analyst

(1734) de Berkeley €é considerada a mais importante oposic¢do, na qual ele revelou um
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grande ndmero de argumentos frouxos, afirmacfes vagas e contradi¢bes claras na
doutrina dos infinitesimais.

Por algum tempo, os fundamentos do Calculo permaneceram despercebidos ao ter em
vista a sua aplicabilidade (principalmente a mecanica), fator muito explorado na producéo
matematica no século XVIII. Porém, este cenario comecou a mudar quando Lagrange
publicou dois livros sobre fungdes como uma tentativa de dar uma fundamentacdo sélida
ao célculo, pela sua reducdo a algebra. Em 1797, Lagrange assumiu, a partir de um
processo puramente algébrico, que uma funcdo continua pode sempre ser expressa por
meios do teorema de Taylor como uma série infinita. Struik (1986) esclarece que o
“método algébrico” de Lagrange foi insatisfatorio e, apesar de ndo ser dada a suficiente
atencdo a convergéncia das séries, este tratamento foi um consideravel passo em frente.
No inicio do século XIX, estudiosos comecaram a questionar a validade do principio de
Lagrange e logo comecaram a perguntar o que se entendia por uma funcdo em geral e por
uma funcdo continua em particular. Estes questionamentos impulsionaram a busca por
uma matematica mais rigorosa, fundamentada no conceito de nimero, 0 que resultou em

um movimento histérico, o qual discutimos a seguir.

A aritmetizacao da andlise

Os matematicos que se depararam com os problemas relativos aos fundamentos
da analise estavam cientes que de o progresso dependia de uma extensdo do conceito de
numero. A propria ideia de funcdo teve que ser esclarecida e no¢des como as de limite,
continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade tiveram de ser cuidadosa e claramente
definidas. Se, em grande parte, o século XVIII foi gasto na exploracdo dos métodos do
calculo, “o século XIX foi dedicado grandemente a tarefa de construir uma
fundamentacdo ldgica solida para a enorme, porém débil, superestrutura construida no
século precedente.” (EVES, 2011, p. 463)

Apesar de D’ Alembert ter observado que era necessaria uma teoria de limites em
1754, ndo houve um desenvolvimento sélido dessa teoria durante muito tempo. Somente
em 1821 com Cours d’analyse, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) “p6s em pratica com
éxito a sugestao de d’Alembert de desenvolver uma teoria de limites aceitavel ¢ definir
entdo continuidade, diferenciabilidade e integral definida em termos de conceito de
limite” (EVES, 2011, p. 610).
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Desta forma, a matematica do século XIX passava por um processo de
formalizacdo, conhecido como aritmetizacdo da anélise, termo cunhado por Felix Klein
(1849-1925) em 1895. De acordo com Dantzig (1970), tal movimento teve como objetivo
“a separa¢do de conceitos puramente matematicos tais como numero, correspondéncia e
conjunto, de ideias intuitivas, que a matematica adquiriu atraves de uma longa associacao
com a geometria ¢ a mecanica.” (DANTZIG, 1970, p. 93)

Com um dos precursores do movimento, destacamos Bernhard Bolzano (1781-
1848) pois “perto de 1817 ele ja estava plenamente conscio da necessidade de rigor em
analise” (EVES, 2011, p. 530). As principais ideias de Cauchy ja tinham sido antecipadas
por ele, mas foi impedido de publica-las e muitos de seus resultados tiveram que ser
redescobertos. Por tal fato, Klein o denominou de “o pai da aritmetizagao”.

A partir das ideias de Bolzano e Cauchy, o estudo de limites mostrou a necessidade
de adquirir uma compreensdo logica dos numeros. Boyer (1974) ressalta que a
investigagdo sobre a natureza de fungdo e do ndmero iniciou em 1822 com a teoria de
calor de Joseph Fourier (1768-1830) e com uma tentativa de Martin Ohm (1792-1872) de
reduzir toda a andlise a aritmética. Lejeune Dirichlet (1805-1859) tentou dar consisténcia
aos trabalhos de Fourier, demonstrando que suas séries convergem. No entanto, em 1829,
Dirichlet percebeu que nem toda funcdo podia ser integrada, quando descobriu uma
funcdo que ndo pode ser representada por uma série de Fourier, ndo-derivavel e
descontinua em todos os pontos. A compreensdo da funcdo de Dirichlet dependia da
forma como os racionais e irracionais estavam distribuidos sobre o eixo das abcissas, isto
é, sobre a reta numérica.

Na segunda metade do século XIX, emergiu a preocupacdo em relacdo a definicédo
de numero real e a distribuicdo dos racionais e irracionais na reta e, logo, muitos trabalhos
foram publicados, dedicados a colocar os nimeros reais em uma base aritmética solida.
A partir deste momento, surgem as teorias de nameros reais. As contribui¢cdes cruciais
neste aspecto foram dadas por Charles Méray (1835-1911), Karl Weierstrass (1815-
1897), Georg Cantor (1845-1918) e Richard Dedekind (1831-1916), cujas teorias sdo, em
esséncia, muito parecidas e, apesar das publicagdes quase simultaneas, foram elaboradas

em épocas diferentes. A seguir, apresentamos 0s aspectos mais gerais de tais teorias.

As teorias dos nUmeros reais
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Boyer (1974) mostra que no inicio de 1830, Bolzano havia feito uma tentativa
para desenvolver uma teoria dos ndmeros irracionais como limites de sequéncias de
numeros racionais, deixando seu manuscrito Teoria das Quantidades inacabado, o qual
ndo foi reconhecido nem publicado até 1962. Na esperanca de que sua obra fosse
terminada, Bolzano a ofereceu ao seu aluno Robert Zimmermann (1824-1898), que
deixou de se dedicar a Matemaética e entregou a obra a Biblioteca Nacional de Viena.

A trajetdria cronoldgica dos acontecimentos permite dizer que Charles Méray foi
0 primeiro matematico a apresentar uma definicdo satisfatéria dos nimeros irracionais,
pois em 1869 ele publicou Remarques sur la nature dés quantités définies par la condition
de servir de limites a des variables données, artigo no qual exaltou uma séria falha de
raciocinio que os matematicos haviam cometido desde os tempos de Cauchy (BOYER,
1974, p. 409).

Dugac (1970) aponta que Méray considerava dois principios como base essencial
para todas as partes da matematica que levavam o conceito de limite de uma sequéncia e,
em particular, aqueles relacionados com ndmeros irracionais, séries e integragdo. O
primeiro deles era que uma sequéncia crescente e majorada (ou decrescente e minorada)
tende para um limite; e o segundo, era que toda sequéncia de Cauchy tende para um limite.
Meéray definiu um namero irracional ao ter em vista a natureza dos limites de sucessdes
de nimeros racionais que ndo admitiam nenhum ndmero racional como limite.

Bolzano e Cauchy haviam tentado provar que uma sequéncia que “converge para
si” também converge no sentido de relacdes externas a um numero real S, o limite da
sequéncia. Mas Méray deixou de apelar para a condi¢do externa de convergéncia ou para
0 numero real S, visto que usando apenas o critério de Cauchy-Bolzano, a convergéncia
pode ser escrita sem referéncia a numeros irracionais. Méray considerava que uma
sequéncia convergente determina ou numero racional como limite ou um “numero
ficticio” como um “limite ficticio”; e estes “ntimeros ficticios” podem ser ordenados e
em esséncias, sao 0s numeros irracionais. Ainda assim, “Méray era um tanto vago quanto
a se ou ndo sua sequéncia convergente € o nimero. Se é, como parece indicado, entdo sua
teoria € equivalente a desenvolvida ao mesmo tempo por Weierstrass.” (BOYER, 1974,
p. 409)

Kline (1972) considera Méray o matematico francés equivalente a Karl

Weierstrass na Alemanha. Ao lecionar cursos de matematica, iniciados em 1856, na

Boletim Cearense de Educacéo e Histdria da Matematica - Volume 03, Nimero 09, 79-90 (2016)
DOI:10.30938/bocehm.v3i9.56



— 87
( Adrielle Cristine Mendello Lopes e Pedro Franco de S&
/ »  NUmeros reais: aspectos historicos

Universidade de Berlim, Weierstrass percebeu a necessidade de elaborar uma teoria de
nameros irracionais ao tentar construir os fundamentos da anélise. Por volta de 1863-
1864, apresentou sua construcdo como parte de um curso sobre a teoria geral das fungoes
analiticas.

De acordo com Boyer (1974), Weierstrass tentou separar o calculo da geometria
e based-lo apenas no conceito de nimero e, assim como Meéray, percebeu que era
necessario definir um namero irracional independentemente do conceito de limite, assim
“decidiu a questdo da existéncia de um limite de uma seqii€ncia convergente tomando a

propria sequéncia como numero ou limite” (BOYER, 1974, p. 410). Podemos considerar

;-3 3 3 3 , p . .. ,
a série =+ —+4+——=+ -+ —+--- onde a é um nimero natural, cujo limite é 1/3.
10 100 1000 104

Weierstrass considerou que este nimero nao € o limite da série, e sim a sequéncia
associada a esta série. Assim, Weierstrass ndo sO contribuiu para uma definicdo
satisfatoria de nimero real, como também para uma definicéo aperfeigoada de limite.

A atencdo de Richard Dedekind se voltou para os numeros irracionais desde
1858, quando lecionava Célculo na Escola Politécnica de Zurique, ao ter que provar a
existéncia do limite de uma funcdo crescente e limitada. Boyer (1974) diz que Dedekind
concluiu que, se havia o desejo de que o conceito de limite fosse rigoroso, entéo era
necessario desenvolvé-lo através da aritmética sem usar a geometria como guia. O
tratamento dado por Dedekind aos nimeros irracionais € o mais conhecido atualmente.
Em dois livros pequenos, Stetigkeit und irrationale Zahlen (1872) e Was sind und was
sollen die Zahlen? (1888), ele realizou na mateméatica moderna aquilo que Eudoxo tinha
feito na matematica grega, e ele préprio se referiu a teoria das propor¢6es eudoxiana no

livro V de Euclides:

[...] e se interpretamos nimero como razdo de duas grandezas, ha de se convir
que tal interpretacéo j& aparece de maneira bem clara na célebre defini¢do dada
por Euclides sobre igualdade de razdes. Ai reside a origem de minha teoria (...)
e muitas outras tentativas de construir os nimeros reais. (DEDEKIND, 1887
apud AVILA, 2006, p. 57)

O principio de Dedekind consistia em tomar como ponto de partida o dominio dos
nameros racionais. Em vez de identificar o nimero real como uma sequéncia convergente
de nimeros racionais e procurar uma saida para o circulo vicioso de Cauchy, Dedekind
se perguntou o que ha na grandeza geométrica continua que a distingue dos ndmeros

racionais. Galileu e Leibniz tinham julgado que a “continuidade” de pontos sobre uma
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reta era consequéncia de sua densidade — isto é- do fato que entre dois pontos quaisquer
existe sempre um terceiro. Porém, 0s nimeros racionais tém essa propriedade, no entanto
ndo formam um continuum. (BOYER, 1974, p. 410)

Ao refletir sobre a questdo, Dedekind chegou a conclusdo de que a esséncia da
continuidade de um segmento de reta ndo se deve a uma vaga propriedade de ligacdo
mUtua, mas a uma propriedade exatamente oposta — a natureza da divisdo do segmento
em duas partes por um ponto sobre o segmento. Em qualquer divisdo dos pontos do
segmento em duas classes tais que cada ponto pertence a uma e somente uma, e tal que
todo ponto numa classe esta a esquerda de todo ponto da outra, existe um e sé um ponto
que realiza a divisdo. Como Dedekind escreveu: “Por essa observacao trivial o segredo
da continuidade seré revelado”. A observagdo podia ser trivial, mas seu autor parece ter
tido algumas duvidas quanto a ela, pois hesitou durante alguns anos antes de se
comprometer em algo impresso.

Dedekind viu que o dominio dos nimeros racionais pode ser estendido de modo
a formar um continuum de ndmeros reais, se supusermos que 0s pontos sobre uma reta
podem ser postos em correspondéncia biunivoca com os numeros reais (axioma de
Cantor-Dedekind). Aritmeticamente, significa que para toda divisao de nimeros racionais
em duas classes A e B tais que todo nimero da primeira classe, A € menor que todo
namero da segunda classe, B, existe um e sé um nimero real que produz um schnitt ou
corte de Dedekind. Se A tem um maior nimero, ou se B contém um menor nimero, um
corte define um numero racional; mas se A ndo tem um maior elemento e B ndo tem um
menor, entdo o corte define um numero irracional. (BOYER, 1974, p. 410)

No cenario das teorias dos nimeros reais, destacamos 0 matematico Georg
Cantor, grande amigo de Dedekind, com o qual trocou diversas cartas. Em 1871, Cantor
iniciou um programa de aritmetizacdo semelhante ao de Méray e Weierstrass, contudo
Cantor parece ter formado suas ideias independentemente do trabalho de Méray.

Cantor assumiu que existia algum modo de enumerar todos 0s numeros da reta
real. Restringiu sua analise aos nimeros entre 0 e 1 e assumiu que 0s numeros deste
intervalo poderiam se listados em uma ordem como decimais infinitos. No entanto,
Cantor percebeu que nem todos 0s nimeros reais entre 0 e 1 estavam incluidos na lista

que havia elaborado onde presumia haver todos os numeros reais no referido intervalo.
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Assim, o estudioso surpreendeu o mundo matematico ao provar a ndo-enumerabilidade
dos nimeros reais, cuja prova é dada por Avila (2006).

Cantor mostrou que existiam infinitos diferentes, um que caracterizava 0s
numeros racionais e outro que caracterizava todos os numeros reais. Deste resultado, é
possivel concluir que “sd3o os numeros transcendentes que dao ao sistema de nimeros
reais a “densidade” que resulta em maior poténcia” (BOYER, 1974, p. 415). Cantor
decidiu publicar este importante resultado no Journal de Crelle, mas sabia que a oposi¢édo
era forte ao seu trabalho sobre os nUmeros irracionais e 0 tamanho dos conjuntos.

Para Boyer (1974), os incriveis resultados de Cantor o levaram a estabelecer a
teoria dos conjuntos, porém este despendeu muitos esforcos para convencer seus
contemporaneos da validade de seus resultados, uma vez que havia consideravel horror
infiniti. O principal opositor de Cantor era Leopold Kronecker (1823-1891), que
representava uma tendéncia totalmente oposta no mesmo processo de aritmetizacao.
Segundo Struik (1986, p. 258), a tentativa de Kronecker era modelar toda matematica
segundo a teoria dos nimeros inteiros, tanto que chegou a proferir em um encontro em
Berlim no ano de 1886 a conhecida frase “Deus fez os inteiros ¢ os homens fizeram o
resto.” Mas Cantor ganhou finalmente aceitagdo quando a enorme importincia de sua
teoria se tornou mais Obvia para a fundamentacao das funcGes reais e da topologia no
século XX.

A seguir, apresentamos nossas consideragdes finais.

Considerac6es Finais

Este estudo teve por objetivo apresentar uma trajetdria historica dos nimeros
reais, cuja realizacdo permitiu o resgate do desenvolvimento histérico desde a descoberta
dos nameros irracionais na Grécia no século V a.C. até as construcbes axiomaticas dos
numeros reais que surgiram no final do século XI1X. Consideramos que o conhecimento
da historia dos nimeros reais é importante ndo s6 para o entendimento da propria
construcdo historica da matematica, mas também para servir de fonte a fim de eliminar
possiveis davidas que possam emergir de discussdes sobre o assunto em ambientes

escolares e académicos.

Boletim Cearense de Educacéo e Histdria da Matematica - Volume 03, Nimero 09, 79-90 (2016)
DOI:10.30938/bocehm.v3i9.56



— 90
( Adrielle Cristine Mendello Lopes e Pedro Franco de S&
/ Numeros reais: aspectos historicos

Referéncias

AVILA, Geraldo. Analise Matematica para licenciatura. Sao Paulo: Edgar Bliicher,
2006.

BOYER, Carl Benjamin. Historia da matematica. S&o Paulo: Edgard Bliicher, 1974.
DANTZIG, Tobias. NUmero: a linguagem da ciéncia. Rio de Janeiro: Zahar, 1970.

DUGAC, Pierre M. Charles Méray (1835-1911) et la notion de limite. Revue d’histoire
des sciences et de leurs applications, Paris, v. 23, n. 4, p. 333-350, 1970.

EVES, Howard. Introducéo a Historia da matematica. Campinas (SP): Editora da
Unicamp, 2011.

KLINE, Morris. Mathematical trought from ancient to modern times. New York:
Oxford University Press, 1972.

STRUIK, Dirk J. Histéria Concisa das Matematicas. Lishoa: Gradiva, 1986.

Boletim Cearense de Educacéo e Histdria da Matematica - Volume 03, Nimero 09, 79-90 (2016)
DOI:10.30938/bocehm.v3i9.56



