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UTILIZANDO O GEOGEBRA PARA DETERMINAR
APROXIMACOES DE RAIZES DE EQUACOES ATRAVES DE
METODOS NUMERICOS

USING GEOGEBRA TO DETERMINE APPROXIMATIONS FOR EQUATION
ROOTS THROUGH NUMERICAL METHODS

Daniel Martins Nunes?

RESUMO

Este estudo apresenta uma discussdo sobre a utilizacdo do software GeoGebra no ensino de
Matemaética, especificamente em temas discutidos na disciplina de Métodos Numéricos. Dessa
forma, apresentamos alguns comandos e processos que podem ser utilizados durante o ensino de
aproximagcdo de raizes através dos métodos de bissecéo, ponto fixo, Newton-Raphson e secantes.
Além disso, apresentamos um aplicativo construido com o auxilio do GeoGebra que permite a
interacdo do usudrio, obtendo respostas precisas para os problemas de célculo numérico em
poucas etapas. O usuario podera utilizar esta ferramenta para observar o comportamento das
fungdes transcendentais, analisando a sua convergéncia ou ndo para determinados valores de
iteracdo inicial, o que contribuira para o professor e alunos discutirem aspectos importantes e
relacionados ao tema aqui discutido. Poder&o ainda acompanhar uma tabela contendo os valores
obtidos em cada etapa de iteracdo, o que auxiliara na observacdo dessa convergéncia do método,
assim como comparar 0s resultados entre eles, a fim de determinar qual processo convergira mais
rapido ou aquele que traz um resultado mais preciso. Para a construcdo deste material foram
utilizadas algumas ferramentas dindmicas do software que permite a insercdo de valores, tais
como a funcgdo transcendental e os valores do intervalo de iteragdo. Assim, 0S USUarios ao
informarem estes valores observardo automaticamente os resultados nas janelas de visualizagéo.
De modo geral, observamos que o GeoGebra é uma ferramenta importante para 0 processo de
ensino-aprendizagem da disciplina, pois permite observar o comportamento de fungdes
transcendentais e que as aproximacgdes geradas por ele sdo precisas assim como as que Sdo
determinadas por outros softwares utilizados na area.

Palavras-chave: GeoGebra; Métodos Numéricos; Aproximacdo de Raizes.

ABSTRACT
This study presents a discussion on the use of the GeoGebra software in the teaching of
Mathematics, specifically on topics discussed in the discipline of Numerical Methods. Thus, we
present some commands and processes can be used during the teaching of root establishment
through the bisection, fixed point, Newton-Raphson, and secants methods. In addition, we
present an application built with the help of GeoGebra that allows user interaction, obtaining
precise answers to numerical calculation problems in stages. The user can use this tool to observe
the behavior of transcendental functions, analyzing their convergence or not for determined
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initial iteration values, which will help the teacher and students to discuss important aspects
related to the topic discussed here. They will also be able to accompany a table containing the
values obtained in each iteration step, which will assist in observing this convergence of the
method, as well as comparing the results between them, to determine which process will converge
faster or the one brings a more accurate result. For the construction of this material used, some
dynamic software tools that allow the insertion of values, such as the transcendental function and
the values of the iteration interval. Thus, users, when entering these values, will automatically
observe the results in the viewing windows. In general, we observed that GeoGebra is an
important tool for the teaching-learning process of the discipline, as it allows observing the
behavior of transcendental functions and that the approximations generated by it are accurate as
well as that determined by other software used in the area.

Keywords: GeoGebra; Numerical Methods; Root Aproximation.
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Introducéo

Durante o ensino fundamental e médio é comum a abordagem de resolugédo de
equacdes que nos conduzem a determinacdo de suas solucdes por meio de formulas
diretas, tais como, as equagBes quadraticas que empregam a formula de Bhaskara.
Algumas dessas equagdes ndo apresentam uma solucdo exata, por exemplo, a equagado

quadratica apresentada na Figura 1 a seguir:

Figura 1: Raizes da equagdo x2 — 2x — 5 = 0 obtidas com o auxilio do GeoGebra.
} Calculo Simbdlico (CAS) X
1 xA2-2x-5=0

+ x2—2x—-5=0

Resolver($1)

- {x:—\/g+1,x=\/€+1}

3 | Resolver($1)
= {x = —1.449489742783, x = 3.449489742783}

Fonte: Arquivo do Autor.

Dessa forma, podemos perceber que a equacgdo apresentada na Figura 1 possui
solucBes dadas por nameros irracionais, sendo apresentadas as aproximacgdes destas
raizes com 15 casas decimais exatas. Entretanto, estas equagdes quadréticas,
exponenciais, logaritmicas, dentre outras, comumente ensinadas durante esta etapa do
ensino, sdo, por vezes, facilmente determinadas por meio da utilizacdo de procedimentos
algébricos especificos e que podem resultar em valores exatos ou aproximados.

No ensino superior trabalhamos com situa¢des mais complexas obtidas a partir da
modelagem matemaética. Por exemplo, Burden e Faires (2015), observam que o
crescimento de uma populacdo (V) pode ser modelado por curtos periodo (t), desde que
a populagéo cresga continuamente com o tempo, conforme uma taxa proporcional (taxa
de natalidade a) ao nimero de individuos presente naquele instante (N,) e a uma taxa

constante de imigracéo v, através de:
v
N(t) = Noe* + P (e®—-1) (Equacio 1)

Dessa forma, se desejarmos obter a taxa de natalidade, a, de uma populacdo que

durante um periodo de um ano (t = 1) elevou o seu nimero de individuos de 1.000.000
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para 1.564.000 e cuja taxa constante de imigragdo neste periodo tenha sido 435.000

jpessoas, teremos:
435000
1564000 = 1000000e* + —Q (e®*—1) (Equacéo 2)

Assim, os métodos algébricos que costumavamos utilizar ndo sao suficientes para
resolver este problema. Em detrimento a esta impossibilidade, foram desenvolvidos
métodos numericos para determinar a solucdo de equacGes como estas.

Os métodos numéricos empregados como o de bissecdo, ponto fixo, Newton-
Raphson e secantes sdo metodologias diferentes, mas que utilizam o mesmo principio, a
iteracdo (ou repeticdo) do processo de determinar aproximacdes para as raizes de
equacdes.

Chamamos de iteracdo o processo que envolve a repeticdo de algoritmos pré-
definidos até que o resultado obtido atinja uma precisdo previamente estabelecida. Assim,
se bem definidas as condicGes iniciais do processo, a cada etapa realizada a solucdo de
uma equacdo tende a aproximar cada vez mais do valor real. O fato de estabelecer uma
precisdo no inicio do processo deve-se a necessidade de encerra-lo, uma vez que a iteragdo
pode gerar uma sequéncia infinita de calculos e valores cada vez mais precisos ou nao.

E muito comum a utilizacdo de softwares numéricos para determinar uma
aproximacao para estas soluces, tais como, o Matlab e nas suas versdes livre Scilab e
Octave. Ambos trazem a possibilidade de construir um algoritmo para, através da
iteracdo, obter uma boa aproximacao da solucdo. Além disso, podemos utilizar os editores
de planilhas eletrdnicas, tais como o Excel ou Calc, para construir tabelas que contenham
os calculos determinados pelos métodos supracitados, que apesar de tornar 0 processo
rudimentar, em comparacdo com 0s programas anteriores, possibilita entender os
mecanismos envolvidos em cada processo.

Embora j& tenhamos disponiveis estes recursos os alunos dos cursos de
Licenciatura em Matematica provavelmente terdo maior contato com algum software
educacional, por exemplo, o GeoGebra que ¢ amplamente divulgado no Brasil e muito
abordado em pesquisas (livros, artigos, dissertacdes, teses, videos). Algumas publicacdes,
tais como, Bezerra e Ramos (2020); Junior e Abbeg (2016); Boruch e Scaldelai (2016);
Guimaraes e Miranda (2010), para citar algumas, demonstram a abordagem do GeoGebra

para estudo dos métodos numéricos.

Numero Especial — | Encontro Cearense de Educacdo Matematica
Boletim Cearense de Educagdo e Historia da Matematica — Volume 08, Nimero 23, 781 — 797, 2021



R

785

" Daniel Martins Nunes

Utilizando o GeoGebra para determinar aproximagdes de raizes de equacOes através de métodos
numMericos

O GeoGebra é comumente utilizado para se discutir conceitos matematicos e/ou
construir representacdes de funcdes, de objetos geométricos (2D ou 3D), realizar calculos
simbolicos e estatisticas de forma interativa, mas serd que é possivel usa-lo no processo
de ensino e aprendizagem dos métodos numeéricos utilizados na obtencdo de raizes de
equacbes? Dessa forma, o objetivo desta pesquisa é apresentar algumas possibilidades
para tal uso e divulgar uma ferramenta construida pelo autor do trabalho.

O trabalho esta estruturado em seis secOes, sendo essa a primeira. Na segunda
sec¢do, apresentamos a metodologia utilizada que norteou o desenvolvimento da pesquisa.
Na secdo seguinte, apresentamos 0 uso em conjunto da Janela de Visualizacdo, Célculo
Simbdlico e as sintaxes dos comandos que determinam aproximagdes das raizes de uma
equacdo. Na quarta secdo, € discutido o uso da planilha do GeoGebra como ferramenta
para o ensino dos métodos numéricos. Na quinta secdo, é apresentado o objeto final desta
pesquisa, construido a partir das ferramentas do GeoGebra, para que o aluno interaja e
observe os resultados dos métodos numeéricos de forma dindmica. Por fim, sdo

apresentadas as consideracdes finais da pesquisa e os futuros encaminhamentos.

Metodologia

Apresentaremos nesta secdo 0s aspectos metodoldgicos que auxiliaram no
desenvolvimento desta pesquisa. Dessa forma, considerando o objetivo deste trabalho,
podemos classifica-lo como uma pesquisa exploratoria que, conforme Gil (2002), sdo
estudos que pretendem levantar informacdes, neste caso, a respeito do uso do GeoGebra
como ferramenta para o ensino dos métodos numéricos citados anteriormente,
contribuindo para o aumento da familiaridade desta ferramenta, que nos ajudard a
formular problemas e hipdteses mais precisas sobre a sua utilizagdo no processo de
ensino-aprendizagem.

Além disso, como foi utilizado o manual do software para realizar um
levantamento sobre os comandos e as janelas (visualizacdo, calculo simbdlico e planilhas)
que poderiamos usar, classificamos este estudo como uma pesquisa bibliografica.
Segundo Gil (2002), estas pesquisas sdo realizadas a partir de levantamento de
informacbes sobre um determinado tema, buscando dialogar com as diversas fontes
determinadas. Neste caso, utilizou-se o0 manual de ajuda online do GeoGebra onde foram

pesquisadas palavras-chave, como: raizes, solugéo e resolucéo.
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Nas secOes a seguir, apresentamos 0s resultados dessa pesquisa dialogada com as

referéncias selecionadas durante o estudo.

Janela de Visualizacdo, Comandos e Calculo Simbolico (CAS)

Nesta secdo, apresentaremos alguns comandos do GeoGebra para determinar
aproximacdes de raizes, mas antes destacaremos a possibilidade de observar facilmente
o comportamento gréfico das funcBGes associadas as equacdes. Assim, sera possivel
estabelecer um intervalo inicial que atenda ao Teorema de Bolzano?, ou um valor préximo
da raiz para usar nos processos iterativos. Para isso, basta informar a lei da funcdo na
barra de Entrada do programa. ApoOs inserida, 0 usuario pode observar o seu

comportamento na Janela de Visualizagdo, conforme se vé na Figura 2 a seguir:

Figura 2 — Representagdo grafica da funcéo f(x) = log(x) — sen(x) no GeoGebra.
~ Janela de .f\lgebra /| = Janela de Visualizagdo
- fov =
Funcéo
® f:y=logy(x)— sen(x)

-1 0(\1/ 3 4 5 (] 7 8 9 10 1" 12 13 14
-1
-2

Fonte: Arquivo do autor.

Geralmente para determinar tais raizes pelo Teorema de Bolzano os alunos séo
instruidos a construir uma tabela com valores de x e f (x) para analisar a variacédo de sinal
da funcdo num intervalo dado. Assim, ao verificar esta alteracdo é possivel constatar que
ha ao menos uma raiz naquela regido®. Entretanto, para uma situacdo como apresentada

na Figura 2, o aluno poderia verificar que ha apenas trés raizes para a equacdo log(x) =

2Se f:[a,b] = R, y = f(x), é uma funcio continua tal que f(a). f(b) < 0, entdo existe x* € (a, b) tal
que f(x*) = 0.

% Para garantir que a raiz ¢ Unica no intervalo dado utilizar a seguinte proposicéo: Se f: [a,b] — R é uma
funcdo diferenciavel, f(a).f(b) < 0e f'(x) > 0 (ou =f'(x) < 0) para todo x € (a, b), entdo existe um
Unico x* € (a, b) tal que f(x*) = 0.

Numero Especial — | Encontro Cearense de Educacdo Matematica
Boletim Cearense de Educagdo e Historia da Matematica — Volume 08, Nimero 23, 781 — 797, 2021



r

787

C/ " Daniel Martins Nunes

Utilizando o GeoGebra para determinar aproximagdes de raizes de equacOes através de métodos
numMericos

sen(x). No entanto, em outras situacdes poderia verificar a existéncia de raizes para
valores extremamente grandes do dominio e constatar a sua periodicidade, se fosse o caso.

Além disso, o aluno pode utilizar o programa para verificar se os resultados
previstos durante a aplicacdo dos métodos iterativos estdo condizentes com o auxilio do
GeoGebra. Dessa forma, ele pode utilizar o comando Raiz(< Fungdo >,<
Valor de x Inicial >,< Valor de x Final >) diretamente na barra de Entrada. A
Figura 3 a seguir apresenta as aproximacdes para as trés raizes da funcdo a partir da

utilizacao deste comando:

Figura 3 — Raizes da fungéo obtida com o GeoGebra.

w Janela de Algebra X || ¥ Janela de Visualizacao
v \- v A 4
Funcéo T
® f(x) = logio(x) — sen(x) ’]
Ponto 2|
® A =(2.696256562717607, 0) ;
® B =(7.328347778691318, 0) B /

A
@ C =(8.26382973506397, 0) 1 0 ,\1/ I REEE IREEE. IEERL IBBEE 25nN SEEEL.

Fonte: quuivo do autor.

Poderiamos ainda usar a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, localizado na
Barra de Ferramentas, mas com a sua utilizacdo a raiz ndo é determinada com uma
precisdo igual ao que foi realizado no método anterior. Dessa forma, observe a diferenca
entre as ordenadas dos pontos A e D na Figura 4 a seguir, que representam as

aproximacoOes para a primeira raiz da f (x):

Figura 4 — Raizes da funcdo obtida por métodos diferentes.

- _f“r' .v « W AA W
Funcéo T
® f(x) = logio(x) — sen(x) §
Ponto 2
® A=(2.696256562717607, 0) | ;
@ B =(7.328347778691318, 0) A B 9/

@ C =(8.26382973506397, 0) NMENTEEEEEE TENEL Y. o YEEE] TREET ERNT THEES Thnas RNET)
@ D = (2.696256561386011, -0.000000001416199) H [~/

Fonte: Arquivo do autor.

O comando Raiz ainda poderia ser utilizado para evidenciar o cuidado no

momento da escolha do intervalo inicial de iteracdo ao adotar um método numérico, uma
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vez gque dependendo destas escolhas os resultados sao diferentes e mais precisos quando
os intervalos sdo menores e proximos das raizes.

O GeoGebra ainda possui uma janela chamada de Célculo Simbdlico (CAS) que
pode ser utilizado neste momento. Com esta janela é possivel construir uma sequéncia de
expressdes que apresente a solugdo de um problema e que elas estejam integradas as
outras funcionalidades do programa.

Geralmente podemos utilizar os comandos Resolver(<Equacdo em x>) ou
Solugdes(<Equacao=>), e suas variantes, para determinar as raizes ou zeros de funcdes
nesta janela. No entanto, para algumas func@es transcendentais a solugdo néo é obtida.
Nestes casos, € interessante utilizar os comandos ResolverNumericamente(<Equacao>)
ou CalcularSolugéesNumericamente(<Equacgdo>), como alternativas para determinar

estas solucdes. Na Figura 5 ilustramos esta situacao:

Figura 5: A — Solugdes da equacao log x — sen(x) = 0 usando a Janela CAS do GeoGebra. B
— Solugdes para a Equagéo 2 na Janela CAS do GeoGebra.

A » Calculo Simbédlico (CAS) X B | » Calculo Simbélico (CAS) X
log(x)-sen(x)=0 . 1564000-1000000exp(x)-435000/x"(exp(x)-1)=0
In(x - et —1 x -
5 In((ll:) —sen(x) =0 435000 - = — 1000000 ¢* + 1564000 = 0
5 | Resoler(s1) 2 | Resolver($1)
+ {7}
- {7
T SoncheniEi] 3 | SolugBes($1)
3 olugdes
- {7}
- {7
| 4 | ResolverNumericamente($1)
4  ResolverNumericamente($1) - {x = 0.1000979296858}
- {x=2.696256562718,x = 7.328347778691, x = 8.263829735064 } -
5 |C olugBesN i $1)
5 | CalcularSolugdesNumericamente($1) - {0.1009979296858}
- {2.696256562718,7.328347778691, 8.263829735064 } = I

Fonte: Arquivo do autor.

Estes comandos séo interessantes para realizar uma rapida verificacdo da solucéo
dos problemas de obter a raiz de uma equacdo, mas talvez esta ndo seja uma boa
abordagem didatica. Por isso, na se¢do seguinte apresentaremos modos de utilizar a

planilha do GeoGebra a fim de explorar didaticamente estes métodos numéricos.

Planilhas Dindmicas
As planilhas eletronicas (Excel e Calc) sdo também utilizadas como recurso para
0 ensino dos métodos numericos apresentados anteriormente. Nesse caso, o professor

instrui os alunos a realizarem, passo a passo, a construcdo de tabelas que permitem
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verificar o funcionamento destes métodos. Dessa forma, algumas verificagcbes podem ser
otimizadas através de formulas e condi¢Ges impostas aos elementos que pertencem a estas
tabelas, tornando a sua analise ainda mais rapida, quando comparados com a resolugédo
manual.

No software GeoGebra é possivel também utilizar uma planilha de modo a
integrar os dados nela digitados com suas as demais janelas. Para apresentar esta
aplicagdo, adotaremos nessa secdo o problema de determinar as raizes da fungdo f(x) =
log x — sen x, atraves do método de bisse¢do. De modo semelhante podemos construir os
outros métodos numericos.

O método de bissecdo consiste em determinar a raiz de uma funcdo continua
f:la,b] » Rcom f(a).f(b) < 0 (existéncia garantida pelo Teorema de Bolzano). Para
determinar a primeira aproximacdo, x(®, determinamos o ponto médio do intervalo
[a, b], ou seja,

(a +Db)
2
Nesse primeiro momento pode ocorrer que f(x(®) = 0, desta forma, o zero de

£(0 —

flx)é x(©, Mas caso ndo seja, devemos continuar o processo refinando cada vez mais
esse intervalo a cada nova iteracdo, considerando ainda a aplicagdo do Teorema de

Bolzano, garantindo que cada novo intervalo atenda a desigualdade f (a). f(b) < 0.

Figura 6 — Funcionamento do método de bissecéo.

!.Ill

Jb)

Fla©)

Jla)

Fonte: Justo et. al. (2019, p. 51).

Com base na Figura 6, observamos que para 0 proximo intervalo usaremos
[x©,b], pois f(a).f(x®)>0. Assim, como f(x©®).f(b) <0, para a proxima

iteracdo, ou seja, para obter x| sera preciso calcular o ponto médio do novo intervalo:
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x© + b
2
Dessa forma, uma nova analise é realizada para obter um novo intervalo que

@ —

aproxima melhor a solucdo do problema, a partir dos valores de b, x(©@ e x@,
assegurando o Teorema de Bolzano. Esse processo € entdo realizado até atingirmos uma
precisdo dada que torne o valor de x™ o mais proximo da solugdo real. Neste estudo,
chamaremos de ¢ (épsilon) o valor dado para a precisdo e utilizaremos os dois critérios
descritos a seguir, segundo Burden e Faires (2008) e Justo et. al. (2019):

. |f (x™)] < & (leia-se: mddulo de f de x obtido na n-ésima iteragdo deve

ser menor do que épsilon)

|b(n)_a(n)|

o — — <¢ (leia-se: a média, em modulo, de b e a obtidos na n-ésima

iteracdo, deve ser menor do que épsilon)

Baseado nestas consideragdes, podemos construir o método no GeoGebra.
Primeiramente, devemos informar a funcdo na barra de Entrada do GeoGebra e, em
seguida, definir dois controles deslizantes chamando-os de a e b, com intervalo variando
de 0 a 10 e incremento igual a 0,1. Construa os pontos A = (a,0) e b = (b, 0) para que
sejam exibidos na Janela de Visualizacéo.

Na Planilha, deve-se construir o cabegalho tal como é exibido na Figura 7 a seguir:

Figura 7 — Cabegalho da Planilha para o0 método de bissec¢do.

~ Planilha
LINv 1 BEE DY B
A B | C e E | F | G
1 |n a*n b*n x* flarn)*flx*) fix*) |b*n-a*n|/2

Fonte: Arquivo do autor.

Para o primeiro valor de a™ configuraremos na célula B2 o seguinte codigo: =
a. E para primeiro valor de b™ configuraremos na célula €2 o codigo: = b. Estes

comandos capturardo os valores dos controles deslizantes criados anteriormente, dessa

forma, ao modifica-los os valores de a e b na planilha serdo atualizados automaticamente.
O préximo passo é o calculo de x™. Assim, na célula D2, configure o codigo: =

(B2 + C2)/2 . Na célula E2, realizamos o célculo de f(a) - f(x™), que determinara a
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troca dos extremos dos intervalos de iteracdo, dessa forma, configure o codigo: =
f(B2) * f(D2).

Por fim, criaremos as formulas dos critérios de parada. Na célula F2, utilizar o
comando: = abs(f(D2)), que retorna o médulo da imagem de x™ para a fungo f(x)
construida. E na célula G2 usar o codigo: = abs((C2— B2))/2, que determinard o
mddulo da distancia média do intervalo [a, b] em cada iteragcdo dada.

Para determinar os valores das préximas iteracGes utilizaremos mais dois

comandos. Na célula B3 usar o codigo: = Se(E2 > 0,D2,B2). Este comando analisa se
o produto f(a). f(x™) > 0, em caso afirmativo, estabelece para a™* o valor de x™
contido na célula D2 e, em caso contrario, repete o valor de a anterior.

Na célula €3 usaremos o cédigo: = Se(E2 < 0,D2,€2). Assim como no caso
anterior, esse comando analisa se o produto f(a). f(x(")) < 0, em caso afirmativo,
estabelece para b™*D o valor de x™ obtido anteriormente e, em caso contrério,
repetimos o valor de b da iteracdo anterior. Todos estes comandos podem ser observados

na Figura 8 a seguir:

Figura 8: Construgcdo do método de bisse¢do no GeoGebra.

¥ Janela de Visualizagdo X |~ Planilha
- LN EEE =B
A | B | G | o | e | F | G |
1 [n a'n b*n X* fla™n)*f(x*) (x*) |b*n-a*n|/2
0 ? n 15 |2 | 0 a b (B2+C2)/2 f(B2)f(D2) abs(f(D2)) abs(C2-B2)/2
3 | 1 Se(E2>0,D2,B2) Se(E2<0,D2 C2)
T a=2 I 2
—— s 3 1
b b= I
7 5

Fonte: Arquivo do autor.

Realizadas estas etapas, basta copiar as formulas para as demais células da tabela
atraves da alca de preenchimento automatico. Dessa forma, ao escolhermos os valores de
a = 2eb = 3 paraos extremos do intervalo que contém a primeira raiz da funcéo f(x) =

log(x) — sen (x), obteremos os resultados exibidos na Figura 9 a seguir:
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Figura 9: Método de bisse¢do para a funcéo f(x) = log(x) — sin(x) paraa =2e b = 3.

¥ Janela de Visualizacédo X/ | ¥ Planilha
- AN |BEE|=v B
A B c D E F G
1 In a’n b*n fla*n)*f(x*) f(x*) |b*n-a*nl|/2
B i & i§ 2 0 2 3 25| 0.121977166884544 | 0.200532135431919 0.5
3 1 25 3 2.75| -0.011565029511521| 0.057671701777931 0.25
a=2 4 2 2.5 275 2.625| 0.014997997109852| 0.074790990868114 0.125
& 5 3 2625 275 2.6875| 0.000895453465338| 0.009298626174971 0.0625
. b=3 6 3 26875 275 271875 -0.000223305360797 | 0.024014876670501 0.03125
- 7 3 2.6875 2.71875 2.703125| -0.00006800602856 | 0.007313556570658 0.015625
8 3 26875 2703125 26953125 0.000009334724629| 0.001003882127718 0.0078125
1 9 7| 2.6953125 2.703125 2.69921875| -0.000003164262533| 0.003152025965399 0.00390625
10 8| 26953125 2.69921875 2.697265625| -0.000001077532847 | 0.001073365903544| 0.001953125
11 9| 2.6953125| 2697265625 26962830625 -0.00000003469917| 0.000034564984309| 0.0008765625
2 12 9| 2.6953125| 2.6962890625| 2.69580078125| 0.000000486584526| 0.000484702847554 | 0.00048828125
12

Fonte: Arquivo do autor.

Com esta construgdo o aluno pode determinar as outras raizes manipulando apenas
os controles deslizantes, determinado novos intervalos que as contenham. Nesse sentido,
ainda poderia testar tamanhos diferentes de intervalos e observar a sua influéncia na
variacao da quantidade de iteracOes e na aproximacao da raiz. Além disso, caso 0 usuario
altere a lei da funcéo, todos os demais campos construidos na planilha e sua representacdo
na Janela de Visualizacdo serdo alterados automaticamente.

Outra vantagem do GeoGebra é na determinagdo dos valores de f(x) que foram
utilizadas nas colunas E e F da planilha anterior. Nas outras planilhas eletronicas €
necessario construir a formula com a expressdo da fungdo vinculada com o endereco das
células que contém os valores de a, b e x. E se for usar outra fungdo? Novas formulas
para determinar f(x) devem ser informadas no Excel e, dependendo da funcéo, é um
trabalho moroso. No GeoGebra isso ndo é necessario, pois basta apenas editar a formula
da funcdo f(x) informada no inicio da construcdo para atualizar todos os campos das
suas janelas.

Além disso, consideramos que a possibilidade de visualizar todos estes resultados
(gréfico da funcdo e os resultados da planilha) numa mesma tela é outra possibilidade que
se torna interessante para o aluno, pois assim a sua atencao estd focada em um Unico
programa. Na secdo a seguir, apresentamos uma ferramenta construida a partir dessas

observagoes.

Raizes de equacfes: uma ferramenta disponivel
Apresentamos neste trabalho uma ferramenta construida no GeoGebra (Figura 10)

com o intuito de auxiliar na discussao dos métodos iterativos para determinacao das raizes
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de equacbes por meio dos metodos de bisse¢do, ponto fixo, Newton-Raphson e secantes.

Esta ferramenta esta disponivel no endereco eletrénico: http://danmartins.com.br.

Fonte: Arquivo do autor.

Esta ferramenta possui duas janelas para interacdo onde sdo apresentados oS
resultados e andlise destes métodos. Na primeira janela o aluno informa a funcéo e os
valores iniciais para o processo de iteracdo em cada método. Ainda é possivel, por meio
das caixas de selecédo, escolher qual método sera utilizado para resolver o problema e
assim observar qual método converge mais rapido®.

Além disso, com a utilizacdo do controle deslizante que possui 0 nome de
“Animacao” o usudrio pode observar o comportamento das aproximagdes obtidas em
cada iteracdo. Essa visualizacdo pode tornar-se importante durante o estudo dos métodos,
entendendo assim a suas motivagdes geométricas.

Na Figura 11, por exemplo, apresentamos dois resultados diferentes obtidos ao

usar o método de Ponto Fixo para determinar a raiz da funcéo f(x) = x3 — 2x + 2:

“ De modo geral o método de Newton-Raphson ¢ o que possui uma convergéncia mais rapida (convergéncia
quadratica). O método de bissecdo e ponto fixo possuem convergéncia linear e 0 método da secante dada

‘/52“ ~ 1,618,

por
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Figura 11: A — Solucéo convergente através do Método de Ponto Fixo. Fungao de iteracdo
utilizada: g(x) = ¥2x — 2 e x = —1. B — Solugéo divergente através do Método de Ponto
Fixo. Fungdo de iteracéo utilizada: g(x) = —ﬁ ex@W=—1.

A B | |

g
/
/

’ Fonte: Arquivo do aufor, 2020. |

Dessa forma, a animacdo pode auxiliar os alunos a observar a convergéncia do
método ao escolher uma funcéo de iteragdo g(x). Inclusive permite o aluno analisar para
diferentes valores iniciais da iteracdo se a funcdo g(x) adotada convergira ou nao para a
solucdo do problema, como no caso da Figura 11B em que a funcdo de iteracdo nao
converge para a solucéo independentemente do valor inicial utilizado. Entretanto, cabe a
ele observar e deduzir algebricamente o porqué do método ndo convergir para a solugdo
ao adotar tal funcdo®. Dessa forma, o aplicativo pode auxiliar na determinacdo destas
funcbes de iteracdo convergentes ou divergentes, por meio da inspecdo visual. Ainda
sobre as funcdes de iteracdo convergentes pode-se observar aquela que possivelmente
apresentara uma convergéncia mais rapida ao analisar os valores tabelados.

Com a ferramenta é possivel analisar o problema de determinar as raizes da fungéo
f(x) = x* — 4x? + 4 e discutir com os alunos a razdo de nao ser possivel usar o método
de bissecéo, uma vez que ndo é garantido as condi¢des do Teorema de Bolzano. Como se
observa na Figura 12 a seguir:

° Vide Teorema da Convergéncia de fungdes de iteracdo em Ruggiero e Lopes (1996, p. 58-59)
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Figura 12 — Método de bissecédo aplicado em intervalo da funcdo que nao atende o Teorema de
Bolzano.

Solugoes de Equagoes em uma varidvel

Entre com a fungio:

Fungao: x4 - 4x + 4 /| Exbir o)
Escolha o método

/| Bissegdo Newton Ponto Fixo Sacants

Informe os extremos a e b do intervalo :

Animagdo -2 -8 -18 -17 -5 -5 -14 -3 -12 -1 -1

> Exibir Tabela

Fonte: Arquivo do autor, 2020.

A animacdo, representada pelos pontos marcados sobre o Eixo Ox, evidencia que
ndo conseguimos construir uma sequéncia convergente para determinar a raiz da equacao.
Entretanto, ao utilizar os outros métodos que ndo exigem as especificidades impostas pelo
Teorema de Bolzano, o aluno conseguird determinar a solucdo do problema. Assim,
confrontando as teorias estudadas e os modelos visuais construidos, com o auxilio do
aplicativo, podemos auxiliar a aprendizagem dos nossos alunos.

Para finalizar, salientamos que os valores determinados e apresentados nas tabelas
neste aplicativo estdo idénticos aos que foram determinados por meio de algoritmos
utilizando o software livre Scilab. Portanto, embora o aplicativo tenha a limitacdo no
namero de iteragdes estas estdo em concordancia com os resultados obtidos em programas

nUMEricos.

Considerac0es Finais

Com base nestas consideracdes, concluimos que estas possibilidades do uso de
GeoGebra auxiliam o processo de ensino-aprendizagem destes contetdos, mas
destacaremos outros pontos positivos aqui. Primeiramente, o uso do GeoGebra torna facil
e automatico o estudo de outras funcGes, pois ao alterar alguns elementos (fungdo e
valores iniciais) utilizados em cada método, os célculos construidos na planilha sdo
automaticamente modificados, diferente do que acontece nos outros editores de planilhas
que necessitam alterar as formulas a cada momento de teste.

Segundo, da mesma forma que os alunos constroem as tabelas nos editores de
planilha, eles poderdo também fazer no GeoGebra e assim entender o procedimento

empregado para ndo tornar o ensino destes contetdos tdo mecéanicos, com o simples
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apertar de botdes. Embora tenhamos apresentado no inicio comandos que determinam
aproximacdes para as raizes, deve-se entender que tal procedimento ndo substitui a
construcao das planilhas, é apenas um recurso que pode apoiar a aprendizagem do aluno
durante os seus estudos, dentre outras possibilidades.

Além disso, alguns cursos de Licenciaturaem Matematica e cursos de bacharelado
como as Engenharias ndo preveem na sua grade curricular disciplinas de linguagem de
programacdo de computadores. Portanto, para estes casos torna-se um desafio ao
professor ensinar 0 método e ainda uma linguagem de programacdo para construir
algoritmos que realize estes calculos numéricos. Dessa forma, 0 GeoGebra, que € um
software popular nos cursos de Licenciatura em Matematica, torna-se um aliado por
possibilitar essa aprendizagem mais facil para os alunos e para o trabalho do professor.
Embora tal fato ndo seja limitador para esta discussdo, talvez seja interessante uma
abordagem mista.

Consideramos que o0 GeoGebra possui as suas limitagdes, como indicado em
Bortolossi, Pesco e Rezende (2012). Entretanto, seré Gtil usa-lo pelos recursos visuais e
dinamicidade, inclusive para observar as motiva¢fes geométricas em cada método,
conforme ilustramos na ferramenta construida e disponibilizada.

Por fim, informamos que resultados da aplicacdo ndo foram apresentados, uma
vez que realizamos apenas testes informais e sem coleta de dados. 1sso nos permitiu
observar 0 que era preciso alterar na ferramenta e definir uma sequéncia didatica para

utilizar em conjunto em sala de aula, que sera apresentada em outros trabalhos.
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