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RESUMO

O presente trabalho é um estudo sobre a primeira e a segunda parte do Tratado da Circunferéncia
(al-Risala al-Muhitiyya) (1424). Este tratado foi escrito originalmente em arabe pelo astronomo
e matematico isldmico Ghiyath al-Din Jamshid ibn Mas'id ibn Mahmood al-Tabib al-Kasht
(1380-1429), ou simplesmente al-Kashi. O objetivo desse tratado era obter uma melhor
aproximacao da relacéo entre o comprimento da circunferéncia e o seu didmetro; sua motivacdo
veio da necessidade de maior precisdo nas tabelas astronémicas devido aos avangos dos estudos
astrondmicos. Especificamente neste trabalho, apresentamos um estudo de parte do Tratado da
Cicunferéncia que compreende um trecho da primeira parte e a segunda parte. O titulo da primeira
parte do tratado ¢ “Sobre a determinacdo da corda de um arco, que é a soma de um arco de uma
corda desconhecida e do arco que é a metade de seu suplementar” e o titulo da segunda parte é
“sobre a determinagao do perimetro de um poligono qualquer, inscrito no circulo e do perimetro
do semelhante circunscrito ao circulo”. Assim, para o desenvolvimento deste trabalho, tomamos
por base Azarian (2010) e a tradu¢do do russo para o portugués de al-Kashi (1954) que esta ainda
em andamendo. Além de apresentar o Tratado da Circunferéncia, faremos 0 passo a passo
percorrido por al-Kashi para a contrugdo de seu método recursivo para o calculo do perimetro do
poligono regular inscrito de 3.2™ lados e seu semelhante circunscrito, para finalmente obter a
aproximagdo do comprimento da circunferéncia. Uma conclusdo imediata é que relag&o entre
essas duas partes se tornou fundamental para o desenvolvimento do tratado e, diante dos
conhecimentos matematicos mobilizados por al-Kashi para atingir seus objetivos, concluimos que
o Tratado da Circunferéncia é um documento histérico com potencialidades para elaboracdo de
articulag@es entre histdria em ensino.

Palavras-chave: Histéria da Matematica Medieval Islamica; al-Kasht; Tratado da Circunferéncia
(al-Risala al-Muhitiyya).

ABSTRACT
The present work is a study on the first and the second part of the Circumference Treaty (al-Risala
al-Mubhitiyya) (1424). This treatise was originally written in Arabic by the Islamic astronomer
and mathematician Ghiyath al-Din Jamshid ibn Mas'id ibn Mahmood al-Tabib al-Kasht (1380-
1429), or simply al-Kashi. The objective of this treaty was to obtain a better approximation of the
relationship between the length of the circumference and its diameter; its motivation came from
the need for greater precision in the astronomical tables due to the advances in astronomical
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studies. Specifically in this work, we present a study of part of the Cicunference Treaty that
comprises an excerpt from the first part and the second part. The title of the first part of the treaty
is "On the determination of the string of an arc, which is the sum of an arc of an unknown string
and the arc that is half of its supplementary” and the title of the second part is "on the
determination of the perimeter of any polygon, inscribed in the circle and the perimeter of the
similar circumscribed to the circle”. Thus, for the development of this work, we used Azarian
(2010) and the translation from Russian into Portuguese of al-Kashi (1954), which is still in
progress. In addition to presenting the Circumference Treaty, we will do the step-by-step covered
by al-Kashi for the construction of his recursive method for calculating the perimeter of the
inscribed regular polygon of 3.2"sides and its similar circumscribed, to finally obtain the
approximation of the circumference length. An immediate conclusion is that the relationship
between these two parties has become fundamental for the development of the treaty and, in view
of the mathematical knowledge mobilized by al-Kashi to achieve his objectives, we conclude that
the Circumference Treaty is a historical document with potential for the elaboration of
articulations between history in teaching.

Keywords: History of Medieval Islamic Mathematics; al-Kasht; Circumference Treaty (al-Risala
al-Muhitiyya).
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Introducéo

O tratado da Circunferéncia (al-Risala al-Muhitiyya) (1424) é um trabalho
marcante da matematica islamica medieval, foi escrito em um contexto onde os estudos
astrondmicos ocupavam um lugar de destaque na ciéncia islamica medieval e 0 seu
avango demandava tabelas astronémicas (zzj) cada vez mais precisas. Foi originalmente
escrito em arabe e concluido em 1424 pelo matematico e astronomo islamico Ghiyath al-
Din Jamshid Mas’td al-Kashi, ou simplesmente al-Kashi, (O’CONNOR; ROBERTSON,
1999), durante sua permanéncia em Samarcanda a convite do governante Ulugh Beg, para
fazer parte da equipe de sabios de sua madrassa (tipo de universidade). Seu conteudo é
dedicado ao célculo de uma melhor aproximacao para a relagcdo entre o comprimento da
circunferéncia e o seu diametro, comparada as aproximacdes obtidas pelos seus
predecessores: Arquimedes (287-212 a.C.), Abul’Wafa’ al-Biuizjani (940-998) e
Abi Rayhan al-Birtini (973-1050).

A codpia de que dispomos para a elaboracdo desse trabalho consiste de uma
traducdo russa, al-Kashi (1954), feita por Boris Rozenfeld e publicada na revista Pesquisa
Historica e Matematica (MCTOPUKO-MATEMATUYECKUE HCCJIEJOBAHUA -
Istorico-Matematicheskie Issledovaniya), edicdo n® 07, uma publicacédo de Estado de
literatura técnico-tedrica, em Moscou, 1954, editada por G.F. Rybkina e A.N.
Youschkevitch. Possui cinquenta e duas paginas e € divido em introducédo, dez partes e
conclusdo. Deixamos claro que todas as demonstracdes e relacGes matematicas presentes
no Tratado da Circunferéncia, foram feitas por extenso, com excessdo das tabelas de
célculos.

O presente trabalho consiste de um estudo especifico sobre um trecho da primeira
parte do tratado (onde al-Kashi desenvolve o que hoje podemos denominar de teorema)
e da segunda parte, na qual al-Kashi desenvolve um método recursivo para o célculo das
sucessivas cordas e, consequentemente, dos sucessivos lados dos poligonos regulares
inscritos a circunferéncia, com vistas a obter o perimetro de um poligono de 3.2™ lados.
Nesse processo, vamos também identifcar os conhecimentos matematicos mobilizados
por al-Kashi para alcancar seu objetivo. Adotando uma historiografia atualizada “que leva
em conta a contextualizacdo dos processos de elaboracédo, transmisséo e adaptacdo de
conceitos” (BELTRAN; SAITO; TRINDADE, 2014, p.15), este trabalho foi elaborado

dentro da perpectiva que busca articular a historia e 0 ensino de matematica, ndo somente
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através da compreensdo do processo de formagdo dos conhecimentos matematicos dentro
de seu contexto, mas também prima pelo conteldo matematico em si, (SAITO; DIAS,
2013, p.96).

Dividimos nosso trabalho em introducgéo, trés partes e concluséo: na parte 1,
falamos sobre o objetivo do Tratado da Circunferéncia e o teorema criado por al- Kashi;
na parte 2, fizemos os célculos das sucessivas cordas; na parte 3, contamos os lados do

poligono de 3. 2" lados e, por ultimo, tecemos nossas conclusées e consideracdes finais.

Parte 1: o objetivo e teorema central

Na introducdo do tratado, apds analisar as aproximacOes feitas por seus
predecessores, Arquimedes (287-212), Abu’l-Wafa Buizjani (940-998) e Abu Rayhan al-
Birtini (973-1048), e concluir que ndo eram satisfatorias, al-Kashi estabelece um ousado

objetivo:

[...] queremos determinar a circunferéncia do circulo com a suposigéo de que
seu didmetro é conhecido em termos de uma determinada medigdo de tal
maneira que estariamos certos de que em um circulo que seu didmetro é
seiscentas mil vezes maior que o didmetro da esfera terrestre, a diferenca entre
o resultado de nossos calculos e o valor real ndo ultrapasse a largura de um fio
de cabelo, ou seja, um sexto da largura de um gréo de cevada, de modo que tal
diferenca para circulo menor que este seja ainda menor.? (AL-KASHI, 1954,
p.329, traducdo nossa).

Logo, al- Kashi queria determinar o comprimento da circunferéncia de diametro
conhecido em termos de alguma medicdo (ou seja, em alguma unidade de medida), de tal
forma que, para um circulo de didmetro seiscentas mil vezes maior que o didmetro da
Terra, a diferenca entre o valor real e o valor calculado néo fosse maior que a largura de
um fio de cabelo de cavalo, que equivale a um sexto da largura de um gréo de cevada;
além disso, para circulos menores, essa margem de erro seria menor ainda.

Entdo, na primeira parte do tratado, embora ndo use essa denominacao, al- Kashi

desenvolve o que hoje podemos denominar de teorema (Figura 1):

24[...] MBI XOTHM TaK ONpPEJEIUTh OKPYKHOCTh KPyIa B 4acTAAX, B KOTOPBIX BBIPAXKEH MAMETP, YTOOBI MBI
ObUIN YBEpPEHBI, UTO B KPyTe, TUAMETP KOTOPOTO PAaBEH MIECTUCTAM ThICIYaM JHaMETPOB 3€MIIH, Pa3HHIA
MEXAY Hel [I10Jyd4eHHOW BEIMYMHOW OKPY)KHOCTH| M MCTMHHOH Oblia He OoJibllie BOJOCA, T.€. OJHOM
IIECTOH MMPUHBI CPEAHETO STIMEHHOTO 3€pHA, TaK YTO Pa3HOCTH JUIS KPYTa, MEHBIIIETO YEM 3TOT, Obl1a OBl

menbme” (AL-KASHI, 1954, p.329, tradugio nossa).
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Digo que: uma superficie [retangular] [construida] na soma do diametro e da
corda de cada arco menor que o semicirculo e na metade do diametro [10] é
igual ao quadrado da corda do arco que é igual a soma do primeiro arco € a
metade de seu suplemento ao semicirculo® (AL-KASHI, 1954, p.329,
tradugdo nossa).

Figura 1

S

Fonte: al- Kashi (1954, p.329).

Ou seja, dado um arco AD que é a soma de um arco conhecido AC com a metade
de seu suplemento CD, o quadrado da sua corda AD é igual a superficie retangular
construida na soma do didmetro AB e da corda desse arco menor que o semicirculo AC e
na metade do didmetro R, onde AB = 120. No contexto de al-Kashi uma superficie
retangular significava o produto entre dois valores, logo, escrevendo em notacdo moderna
temos que R.(AB + AC) = AD%. Em Azarian (2010) este teorema é denominado de

teorema fundamental de al-Kashi ¢ é enunciado da seguinte forma:

(Teorema Fundamental de Kashi). Se em um semicirculo com o didmetro
AB = 2re o centro E consideramos um arco arbitrario AG, e chamamos o
meio do arco GB de ponto D, e desenhamos a corda AD, entdo,
R.(AB + AC) = AD?%. (AZARIAN, 2010, p.68)

Abaixo, temos a traducdo do trecho da primeira parte do tratado em que al-Kashi

demonstra sua proposicao:

A fim de demonstrar construamos o semicirculo ACB de centro E na linha AB;
tracamos uma corda arbitraria AC; [o arco] BC que é o suplemento de AC
dividimos ao meio encontrando o ponto D; ligamos A e D. Entdo a assercdo
[diz]: a superficie na metade do didmetro e a soma AB e AC é igual ao
quadrado AD.

Demonstragdo: Tragcamos BD. Entdo o angulo ADB é reto pela proposicdo
trinta do terceiro [livro] d’Os Elementos.

A seguir baixamos do ponto D a perpendicular DG a linha AB. Obtém-se 0s
tridngulos DBG e DAG, semelhantes aos triangulo ADB pela oitava

3¢ 4 rosop1o: [IpAMOYTroIbHas | IOBEPXHOCTD, [[IOCTPOEHHAs | pa CyMMe AUaMeTpa U XOpbl Kaxa10i ayry,
MeHbLIel TIoTyKpyTa, U Ha MoJioBHHe AuaMeTpa [°], paBHa KBaJapaTy XOp/Ibl yTH, PaBHOM CyMMe TIepBoii
JYTH ¥ TI0JIOBUHBI €€ omoiHeHus 1o nonykpyra.” (AL-KASHI, 1954, p.329, traducdo nossa).
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proposic¢ao do [livro] seis d’Os Elementos. Por isso, o diametro AB esta para
AD assim como AD esta para AG e pela proposicéo dezenove do [livro] sete
dos Elementos, a superficie no diametro é igual ao quadrado de AD.
A seguir, pelo ponto H tracamos a perpendicular HE ao segmento AC. Entdo
H serd ponto médio de AC pela proposicdo trés do terceiro livro de Os
Elementos. Ligamos os pontos ED. Uma vez que a medida do angulo BAC é
metade do arco CB, a mesma do &ngulo BED, estes dois angulos [BAC e DEG]
sdo iguais. Por isto o tridngulo AHE e EGD séo iguais, uma vez que eles tém
os angulos retos H e G, angulos iguais em E, A e lados iguais AE e ED.
Portanto, o lado EG é igual ao lado AH, que é metade de AC e a superficie
sobre AG, ou seja, a soma da metade do didmetro e EG é igual a metade de AC
e sobre o diametro é igual ao quadrado de AD. Uma vez que a superficie sobre
uma linha e sobre a metade de outra é igual superficie sobre a metade da
primeira e sobre a outra inteira, entdo a superficie sobre a soma do didmetro e
0 dobre de EG, i.e., sobre a soma do didmetro e AC e sobre a metade do
didmetro é igual ao quadrado de AD. Isto é o queriamos [demonstrar]. (AL-
KASHI, 1954, p.329-330, tradugdo nossa)

Com base neste resultado, na segunda parte do tratado, al-Kashi desenvolveu seu

método recursivo de calculo de cordas de arcos.

Parte 2: o célculo das sucessivas cordas

A segunda parte do tratado da circunferéncia (Figura 2) tem por titulo: “Segunda
parte sobre a determinacdo do perimetro de um poligono qualquer, inscrito no circulo e
do perimetro semelhante circunscrito ao circulo”. Nele, o primeiro passo de al-Kashi é
construir um semicirculo de didmetro AB (Figura 3). e 0 arco AC igual a um sexto da
circunferéncia, ou seja, a medida do arco AC é 60°, logo, a corda AC ¢ igual ao raio da
circunferéncia, de acordo com a proposi¢do quinze do quarto livro de Os Elementos de
Euclides. Prosseguindo com a demonstracdo, al-Kashi divide ao meio sucessivos arcos:
D divide ao meio o arco CB (que é suplementar a AC), G é divide ao meio o arco DB, J
divide ao meio o arco GB, P divide ao meio o arco JB e assim por diante. Observemos
que ele determina as metades dos sucessivos arcos de circunferéncia, mas em nenhum

momento fala em “ponto médio” ou “bissetriz”, apenas fala em “dividir o arco ao meio”.
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Figura 2 —Trecho da Segunda parte do Tratado da Circunferéncia.

BTOPOW | EJl
Ob OHPEJIEJENUN HEPOMETPA HPOH3BOILIIONO
MOOTONTOBIIIRA, BINICAILIONO B IKPYT, 11 HHEPHMETPA
HOJAOBHOTO EMY MUOrOYVIOJIBHHNKA,
OINIHCAHHOrO OKOJIO KPSTA

I crpouM mwa mian A moaykpyi \Cn poM I
M npejnoaoisnm, aro [yral A AHA IR CTE KILOCTI.
Torpa xoppa AC papra moJgosune jasMeTpa I LAt
My upe;gioienno gersepron [wunrn] « Havan JaTeM pas-
ACTIUM onmoJiam [y '\? Ch, OSOULVIOCA Jonosadednes [y
ru] AC jpo moaykpyra, u /), [ paspennm momosnam yryl DB
B G, [ayry]l GB B Il n 1ar palice cKOALKO yrojiao. Ivar Mel
yRkasalu B npeAmaymes paancsc, Gnaronapa [masecrioii xop

VA
F
4

Fonte: al-Kashi (1954, p.330-331).

Figura 3

Fonte: Elaborado pela autora (2020).

Assim, utilizando o resultado da primeira parte do tratado: “[...] como
conhecemos a corda AC, também conheceremos a corda AD, de onde também sera
conhecida a corda AG, AH, e assim por diante” (AL-KASHI, 1954, p.30). Temos que,

dado R.(AB + AC) = AD?, obtemos:

R.(AB + AC) = AD?
R.(AB + AD) = AG?
R.(AB + AG) = AJ?
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Generalizando, dado R = 60 e ¢, = V/3:

RQ2R+cy ) =c,m>1

cn =+R- QR+ c,_)n=>1

Assim, al-Kashi obtém um método recursivo para obter as sucessivas cordas c,,.
Ele calcula seus valores através de vinte e oito tabelas desenvolvidas ao longo do tratado.
Consideramos que, de fato, este o teorema central do tratado, pois todo ele se desenvolve
a partir deste teorema.

Analisemos agora o seguinte trecho:

“[...] o &ngulo AHB é reto pela proposigéo trinta do terceiro [livro] <<d’Os
Elementos>> [18] e, consequentemente, 0 quadrado de AB é igual aos

quadrados AH e HB pelo “teorema da noiva™ [19]” (AL-KASHI, 1954,
p.331, tradugdo nossa).

Com a conclusdo de que AHB é um angulo reto (Figura 4) pelo “Teorema da
Noiva”, que concluimos ser o que hoje denominamos de Teorema de Pitagoras, al-Kashi

calcula a corda HB corresponde as sucessivas cordas a,, (Figura 5) que é o lado do

1 i ito, assim, =a, =.4r2—c2, n>1.
oligono regular inscrito, assim, HB n 4r2 —cz,n=>1

Figura 4

_— _— \
" P _/7/\
- ,_::::: fi_qf:
e v/

K

-

Fonte: al-Kashi (1954, p.331).

4«..] yron AHB npsamoii 10 TpUALATOMY NPEIOKEHHIO TpeTheil [kuuru | « Hagan» [*8] u, cnegosarensho,
kBazgpar AB pasen kpagpatam AH, HB Ho «Teopeme HeecT [1°].” (AL-KASHT; 1954, p.329, traducéo
nossa).
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Figura 5

Fonte: Elaborado pela autora (2020).

Enquanto na primeira parte do tratado al-Kashi utiliza quatro proposi¢des de Os
Elementos de Euclides (proposicéo oito do livro seis, dezenove do livro sete, trés do livro
trés e proposicao trinta do livro trés), na segunda, ele cita duas: a proposi¢do quinze do
quarto livro e a proposic¢do trinta do terceiro livro, mas tomamos o cuidado de conferir
em Euclides (2009) se as proposi¢des citadas correspondiam a sua utilizacdo e,
verificamos que, tanto na primeira quanto na segunda parte do tratado, ao invés de ser a
proposicdo trinta do livro trés, o correto seria a proposicdo trinta e um do livro trés, as
outra estdo corretas. Em nenhuma parte do Tratado da Circunferéncia al-Kashi cita
diretamente Os Elementos de Euclides, apenas fala a proposicao e o livro, atribuimos isso
ao fato de que era um livro extremamente difundido entre os estudiosos do mundo
islamico. Quando subentendido no texto que se trata de “Os Elementos”, o tradutor
Rozenfeld o escreve assim <<Os Elementos>>, entre <<>>. J& as demais palavras,
atribuidas de acordo com o contexto, entre colchetes [ ].

Assim, desconsiderando a notagcdo moderna, mas considerando o método obtido
através de ¢, =R.2R+c¢,4),n=1e a, =/4r2—cZ n=>1, al-Kashi pdode

calcular o perimetro do poligono regular inscrito a circunferéncia. Mas, como calcular o

perimetro do semelhante circunscrito?

Consideremos agora, o seguinte trecho (Figura 6):

El é a metade da linha AH, uma vez que os tridngulos AHB e EIB sao
semelhantes em virtude de que, os angulos H e | sdo retos e o angulo A, na
circunferéncia que acompanha o arco BH, é igual ao angulo central E, que
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acompanha o arco BF, que é metade do arco BH, e EB que é metade de AB.
Desse modo EI é metade de AH® (AL-KASHI, 1954, p.331, tradugéo nossa).

Figura 6 — Ampliacéo de detalhe da figura 4.

! N

Fonte: Elaborado pela autora (2020).

A

Al-Kashi usou Semelhanga de Triangulos entre os triangulos AHB e EIB
juntamente com o fato de a reta suporte do segmento KL tangenciar o ponto F e , de

: . El
acordo com o que conhecemos hoje como Teorema do Valor Médio, obteve que =

EF-EI

HB

——, onde KL € o lado do poligono semelhante circunscrito e EI, EF e HB séo

conhecidos. Mas, quantos lados devem ter esses poligonos regulares inscritos e

circunscritos semelhantes?
Parte 3: contando os lados do poligono regular inscrito
Consideremos «,,, n = 0 as medidas dos sucessivos arcos AC, AD, AG, ..., (Figura

4), observemos (Quadro 1):

Quadrol-Medidaa,,n>1ea,=arc(AC) = 60°.

arc(CB)
a; = arc(AD) = arc (AC) + — = 60° + 60° = 180° — 60° = 120°
6 o
a, = arc(AG) = 60° + 60° + 30° = 180° — = 150°
6 o o
asz = arc(A]) = 60°+ 60° + 30° + 15° = 180° — =180° — 27 = 165°
60° °
a, = arc(AP) = 60° + 60° + 30° + 15°+ 7,5° = 180° — g = 180° — 23 = 172,5°

5 “El ectp nonoBuHa [taEM ] AH, Tak xak Tpeyroiasaukd AHB u EIB mogoOHs! B cruity Toro, 4To yrisl
H, | npsmeie, yrom A mpu OKpY>XHOCTH, CTsArmBaeMmblii nyroi BH, paBen unentpansHOomMy yriy E,

cTsruBaeMoMy nyroit BF, senstomieticst momoBuHo# nyru BH, a EB ects mommoBraa AB. Takum o6pazowm,
El ects onosuna AH.” (ROZENFELD, 1954, p.331, traducéo nossa).

Numero Especial — | Encontro Cearense de Educacdo Matemética
Boletim Cearense de Educagado e Historia da Matematica — Volume 08, Nimero 23, 665 — 676, 2021



r

S

C

675

" Kaline Franga Correia Andrade
Um estudo da primeira e segunda parte do tratado da circunferéncia de Al-Kasht

o

60
as = arc(AQ) = 60° + 60° + 30° + 15° + 7,5° + 3,75° = 180° — =

16
o 600 o
180° — —- = 176,25
. 60°
ay = 180° — o

Fonte: Elaborado pela autora (2020).

60°
on-1"

Para o arco HB (Figura 6) juntamente com a,, = 180° — n > 1 obtemos:

arc(HB) = 180° — arc(AD) =
arc(HB) = 180° — a, =

60°
arc(HB) = 180° — (180° — ) =

271—1
360°
arc(B) = e g
(HB) = ! 360°
arc =3 gn

Portanto, o arco HG (Figura 6) corresponde a 3% da circunferéncia. Logo, para

obter o perimetro, basta multiplicar a medida da corda HB = a,, pela quantidade de lados,

3.2™, do poligono regular inscrito, assim, al-Kashi obteve o poligono ideal.

Conclusdes e Consideragdes finais

Neste trabalho, fizemos uma breve apresentacéo do Tratado da Circunferéncia de
al-Kashi e 0 seu contexto; explicitamos o principal resultado da primeira parte do tratado,
o0 teorema de al-Kashi. Sobre a segunda parte do tratado, fizemos o passo a passo de como
al-Kashi desenvolveu de maneira bastante engenhosa e surpreendente, utilizando o
teorema por ele desenvolvido na primeira parte, um método para calcular o comprimento
do poligono regular inscrito de 3.2™ lados e o seu semelhante circunscrito de maneira

recursiva, através do que podemos representar hoje com as equacdes c, =

JR-2R + cp_y) € ay = /412 — cZ ,n = 1,¢, = /3, de fundamental importancia para

a obtencéo do comprimento da circunferéncia. Vemos também que a principal ferramenta
para a execugdo das ideias de al-Kashi foram os conhecimentos matematicos presentes
em Os Elementos de Euclides, nisto concluimos que ele dominava seu contedo sendo

capaz de articular vérias de suas proposicdes para obter um resultado inédito. O fato de
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ndo enunciar diretamente Os Elementos, mostra que este era extremamente difundido no
contexto de al-Kasht, bastando citar o livro e a proposigao utilizada para que seus leitores
0 compreendessem.

Tanto a primeira como na segunda parte do Tratado da Circunferéncia apresentam
diversos conceitos matematicos compativeis com o conteddo matematico ensinado no
nosso ensino basico: circunferéncia, semicircunferéncia, corda, arco, medida de angulo,
perpendicularidade, ponto médio, tangéncia, semelhanca de tridngulos, relacbes métricas
na semicircunferéncia, recursividade, etc. Logo, diante de tudo que expusemos,
concluimos que o Tratado da Circunferéncia de al-Kashi apresenta potencialidades para
o0 desenvolvimento da articulagdo entre histdria da matematica e ensino conforme citado
em Saito e Dias (2013, p.96), algo que sera mais explorado na continuacdo dos nossos

estudos.
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