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DESCARTES E O PROBLEMA DE PAPPUS

DECARTES AND PAPPUS PROBLEM

Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho?

RESUMO

Este trabalho apresenta a solugdo do problema de Pappus por Descartes em seu La Géométrie, de
1637, embora ele ja o tivesse resolvido em torno de 1632. Para isso, expomos, inicialmente, 0s
preliminares de que Descartes necessitava para resolvé-lo, no Livro | de seu La Géométrie.
Pappus tinha resolvido o problema no caso de 3 e 4 retas, e afirmou que nos casos com mais retas
se obtinha, também, um lugar geométrico. Descartes ndo so resolve explicitamente o problema
para 4 retas, mas indica quais sdo as solucdes para 0s casos com mais retas. Os pré-requisitos para
a soluc@o do problema de Pappus consistem na construcdo de uma “algebra de segmentos de
retas”, haja vista que Descartes afirma, logo no inicio de seu livro, que todo problema de
geometria pode se reduzir ao estudo de alguns segmentos, estabelecendo relagdes entre eles. Essa
algebra de segmentos ensina como se somam, multiplicam e dividem segmentos, e como se
extraem suas raizes quadradas. A solucdo de Descartes é uma aplicacdo brilhante de seu método
para resolver problemas, exposto em seu Discours de la Méthode, do qual o La Géométrie é um
apéndice. Com a resolugdo desse problema, Descartes pretende mostrar que seu metodo para
atacar racionalmente problemas pode resolver, como ele afirma, qualquer problema de geometria.
A resolucdo do problema de Pappus para qualquer numero de retas mostrou claramente a forga
do método analitico de Descartes. Como Descartes se via como gedmetra, ele estd fazendo
geometria em seu livro e ndo algebra, ele constroi, posteriormente, o lugar geométrico.
Palavras-chave: René Descartes; Discours de la Méthode; La Géométrie; problema de Pappus;
geometria analitica.

ABSTRACT
We present Descartes’s solution of Pappus’s problem in the Géométrie of 1637, even though he
had already solved it around 1632. We present, first, the preliminaries Descartes needed to solve
the problem. Pappus had solved the problem for the case of 3 or 4 lines and stated that in the
general case one also obtained a locus. Descartes not only solved the problem of 4 lines, he
sketches the solution for the cases with more lines. The preliminaries Descartes needs consist
of a contruction on an “algebra of straight lines”; he states, right at the beginning of the
Géométrie, that any geometry can be reduced of some segments by establishing relationships
among them. This algebra teaches how to add, subtract, multiply and divide segments of straight
lines and how to find their square roots. Descartes solution is a brilliant application of his method
to solve problems, exposed in his Discours de la Méthode, of which the La Géométrie is an
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appendix. Solving this problem, Descartes shows that his method to approach rationally a
problem can solve, as he states, any problem in geometry. Descartes’ solution of Pappus problem
for any number of lines showed the power of his analytic method. Since Descartes viewed
himself as a geometer, he is doing geometry and not algebra in his book, he has to construct the
locus whose equation he had found.

Keywords: René Descartes; Discours de la Méthode; La Géométrie; Pappus’problem; analytic
geometry.

Introducéo

Pappus de Alexandria (290(?) — 350(?)) publicou varias obras de matematica.
Uma delas, o Colecdo Matematica (Magno e Chaquiam, 2020), ficou conhecida pelos
matematicos europeus em 1566, devido a Commandino, que incluiu partes do livro em
sua edicdo do Cbnicas de Apolbnio e que, também, em 1588 publicou uma edicdo das
partes existentes da obra de Pappus. O livro foi muito estudado e discutido pelos
matematicos, pois nele Pappus resume, comenta e complementa boa parte da producao
dos matematicos gregos que o antecederam. Em 1631 Jacob Golius, holandés amigo de
Descartes, chamou a atencdo de Descartes para o problema.

Papppus tinha resolvido o problema no caso de 3 ou 4 retas. Descartes o resolveu
completamente, descrevendo como as curvas obtidas variam de acordo com o nimero de
retas do problema. Isso mostrou a forca de seu método de atacar problemas, e lhe deu

grande confianca.

O problema de Pappus

Em linguagem moderna, o problema de Pappus pode ser enunciado como segue:
Dadas n retas no plano, L;, n angulos, 8;, n comprimentos, m;, medidos sobre as retas que
fazem os angulos 8; com os L;, e um segmento de reta a (Veja a Figura 1 para ao caso de

4 retas). Pede-se o lugar geométrico dos pontos C para 0s quais

No caso de 3 retas m? = m,m;
No caso de 4 retas mym, = mm,
No caso de 5 retas mym,m; = ammg
No caso de 6 retas mym,m; = mymgmg

E assim sucessivamente.
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Figura 1

Quem desejar ver como Pappus enunciou o problema podera consultar (Fauvel
and Gray, 1990 pp. 340-342). Embora o problema fosse facil de enunciar, Pappus somente
conseguiu resolvé-lo em poucos casos, para 3 e 4 retas, apesar de ter afirmado que a
solucdo do problema, no caso de cinco ou mais retas, seria sempre uma curva. Isso faz
parte do encaminhamento da solucdo, pois poderia acontecer que o lugar geométrico
fosse, por exemplo, um conjunto de pontos distribuidos pelo plano.

Para bem compreender a solucdo de Descartes e o papel que ela tem na obra
matematica de Descartes, é necessario nos voltarmos para seu Discours de la Méthode

(1637) e seu apéndice La Géométrie.

O Discours de la Méthode de Descartes
O grande objetivo do trabalho de Descartes era provar que a investigacado racional

podia gerar conhecimento, e seus trabalhos em matematica se destinavam, em parte, a
mostrar como isso podia ser feito. Em verdade, para Descartes, a matemética era o
paradigma da pesquisa racional, mas ele ndo menosprezou as ciéncias. Ele fez pesquisas
em Otica, e esbogcou uma teoria dos movimentos planetarios que até os meados do século

18, pelo menos na Franca, era mais seguida que a teoria de Isaac Newton.
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Descartes sentiu a necessidade de levar a cabo um programa de remodelar todo o
conhecimento. Ele se convenceu de que, para fazer isso, tinha que por em duvida todas

as ideias que adquirira desde sua infancia. Vejamos o que diz Descartes:

Entre os ramos da filosofia estudei, quando mais jovem, a logica, e entre os da
matematica, a analise geométrica e a algebra; trés artes ou ciéncias que
deveriam ter contribuido de alguma maneira para meus propoésitos. Mas,
examinando-as, chamou-me a atenc¢do, no que diz respeito a ldgica, que seus
silogismos e a maior parte de seus outros métodos funcionam mais para
explicar a alguém o que ja sabemos, ou mesmo, [...] para falar livremente e
sem discernimento do que ndo se sabe, e ndo para aprender coisas novas.
Embora contenham muitos ensinamentos bons e verdadeiros, eles estdo
misturados com tantos que sdo ou danosos ou supérfluos que é quase tao dificil
separa-los do que fazer surgir uma Diana ou uma Minerva de um bloco de
marmore virgem. (Guinsburg, Romano e Cunha, 2010, pp. 74 — 75)

Descartes continua

Assim, no que diz respeito a anélise dos gregos e a lgebra dos modernos, além
do fato de que lidam com abstracdes e especula¢es que também parecem ndo
ter nenhuma utilidade, a primeira é sempre tdo limitada a consideracdo de
figuras que ndo pode propiciar a compreensao sem cansar muito a imaginacao,
e a Ultima tdo limitada a certas regras e a certos nimeros que se tornou uma
arte confusa e obscura que torna a mente perplexa, em vez de uma ciéncia que
a educa. Por causa disso, julguei ser necessario procurar um outro método que,
preservando as vantagens desses trés, estivesse livre de seus defeitos.
Finalmente, da mesma maneira que o grande nimero de leis frequentemente
serve de desculpa para o vicio, e um estado é mais bem governado com poucas
leis que sejam estritamente obedecidas, eu julguei que em vez do grande
numero de preceitos que comp8em a légica, eu me contentaria com os quatro
seguintes, desde que eu tomasse a resolucdo firme e inalteravel de nunca viola-
los nem mesmo uma Unica vez. (Guinsburg, Romano e Cunha, 2010, pp. 75)

A partir de suas davidas, que regras Descartes estabeleceu como fundamentais

para garantir pensar corretamente.

A primeira regra era nunca aceitar alguma coisa como verdadeira a menos que
eu reconhecesse que ela certa e evidentemente o é: ou seja, evitar
cuidadosamente toda precipitagdo e préjulgamento, e nada incluir em minhas
conclusfes a ndo ser que isso se apresentasse tdo clara e distintamente & minha
mente de maneira que eu ndo pudesse ter alguma ocasido para pd-las em
divida. A segunda era dividir cada uma das dificuldades que eu tenha
encontrado em quantas partes fosse possivel e necessarias para melhor resolvé-
las. A terceira era pensar de maneira ordenada quando empenhado na procura
da verdade, comegando com as coisas que fossem mais simples e mais faceis
de compreender, e gradualmente, aos poucos, avangar até os conhecimentos
mais complexos, e supondo mesmo uma ordem entre 0s que ndo estavam
necessariamente ordenados. A Ultima era fazer em toda parte enumerac6es tao
completas e revisGes tdo gerais de tal maneira que eu pudesse ter certeza de
nada omitir. (Guinsburg, Romano e Cunha, 2010, pp. 78 — 83)

O Livro 1 do La Géométrie de Descartes
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Descartes principia o La Géométrie afirmando:

Qualquer problema em geometria pode ser facilmente reduzido a termos em
que um conhecimento dos comprimentos de certos segmentos de reta é
suficiente para sua construgdo. (Guinsburg, Romano e Cunha, 2010, pp. 491)

Para resolver um problema de geometria, ele propde, essencialmente, o seguinte
procedimento:

* 1 - Desenhe uma figura

« 2 —Identifique claramente o que vocé esta tentando resolver

« 3 -—atribua um nome a cada quantidade, conhecida ou desconhecida (por exemplo,
X, Y, )

» 4 —Escreva simbolicamente todas as relagdes entre essas quantidades

* 5 Aplique varias técnicas a essas relagdes até que vocé tenha as incognitas em
equagdes que vocé consegue resolver.

Resumidamente, o Livro | consiste na representagdo dos numeros, na
representacdo geométrica das solucdes de uma equacdo do 2° grau e da solucdo do
problema de Pappus.

Inicialmente, Descartes assinala que trabalhar com segmentos de reta é tdo facil
como trabalhar com ndmeros. Para isso, ele mostra como fazer a adicdo, diferenca,

multiplicacdo e divisdo de segmentos e como extrair a raiz quadrada de um segmento.

1) A soma e diferenca de segmentos ndo apresenta problemas. Em seguida, ele define o
produto de segmentos da seguinte maneira. Na Figura 2, se OC=1, OD=a, OF=b, entdo,
OE=ab.

Figura 2
A
sE
./‘I \j\ \
/,-"" N\ .
F/ B
>
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Na figura 3, se OC=1, OD=a, OE=Db, entéo, x=Db/a

=
Figura 3
2A
E?"‘ ,._;_,. B
F ‘._"\ ’D
I."|. .C
O

Observe que, para definir essas duas operacOes, Descartes tem que escolher uma

unidade.
2) Em seguida, Descartes ataca o problema de como achar a raiz quadrada de um

segmento.
Figura 4

o e
Dado o segmento GH, para achar sua raiz quadrada, vGH, Descartes procede
como segue: Prolongue o segmento GH até F, de maneira que FG = 1. Seja K 0 ponto
médio de FH. Trace o circulo de centro K e raio KH (Veja a Figura 4).
Seja GL a perpendicular ao didametro FH, por G. Entdo, pelas propriedades
métricas em um triangulo retangulo, GI = v/GH.
Fazendo isso, Descartes se liberta da exigéncia da homogeneidade da dimenséo,

preceito basico da geometria grega.
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3) Antes de atacar o problema de Pappus, Descartes mostra como resolver
geometricamente equacges do 2° grau.

Descartes considera trés tipos de equacdes:
x> =ax+b,
x> +ax=b,
x?+ b = ax.
a) Resolucdo da equacdo do tipo x? = ax + b.

Para resolver esta equacdo (Figura 5), faca OC = % CD =+/b, AD = x.

Figura 5

Temos que
CD? = DL x AD,
ou seja,
b=x-a)x—>b=x%—ax - x%?=ax+Db.
b) Resolucdo da equacéo do tipo x? + ax = b.
Na Figura 5, faca LD = x. Entéo
x(x+a)=b - x*+ax=b.

¢) Resolucéo da equacéo do tipo x? + b = ax.

Para resolver esta equacdo, Descartes procedeu da seguinte maneira (Figura 6).
Seja LM = vb. Por E, levante a perpendicular LN, de comprimento igual a g Por M trace
uma perpendicular a LM. Trace a circunferéncia de centro N e raio LN e sejam Q e R 0S

pontos em que ela corta a perpendicular levantada a LM, por M.
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Figura 6

M

A fim de compreendermos melhor o raciocinio de Descartes, examinemos a
Figura 7, construida complementando a Figura 6 com retas paralelas ou perpendicular a

LT, como mostrado.

Figura 7
T v
S R
N 0]
P Q
L M

Faca x = MR. Por simetria, vemos que MQ = RV e portanto MQ = A — MR =

a — x. Assim
LM? = MR xMQ - x(a—x)=b - x*>+b = ax.

A solucgéo do problema de Pappus por Descartes
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Estamos agora prontos para entender a solugéo do problema por Descartes. Na

Figura 8, facgamos AB = x em; = y.

Figura 8

Para nés, acostumados com a “geometria analitica”, criada por Descartes,
certamente parece estranha a auséncia dos familiares “eixos cartesianos”. Em verdade, ao

resolver um problema, Descartes procede da seguinte maneira, com suas palavras:

Assim, querendo resolver qualquer problema, deve-se primeiro considera-lo como ja
feito, e dar nomes a todas as linhas que parecam necessarias para construi-lo, como
também para aquelas que sdo desconhecidas. Depois, sem considerar qualquer diferenca
entre essas linhas conhecidas e desconhecidas, deve-se percorrer o problema segundo a
ordem que mostre, 0 mais naturalmente possivel, de que modo elas dependem
mutuamente uma das outras, até que se tenha encontrado um meio para exprimir uma
mesma quantidade de duas maneiras, 0 que se chama uma equacao. Pois os termos de
uma dessas duas maneiras sdo iguais aquelas da outra. E deve-se encontrar tantas
equacdes quantas as linhas supostas que eram desconhecidas. (GUINSBURG,
ROMANO; CUNHA, 2010, p. 493)

No triangulo ARB faga% = b. Entéo,

BR = bx.
E portanto CR = y + bx.
No tridngulo DRC, fagai—g =c.

Assim,

mg = CD = cy + cbc.
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Agora, faca AE = k,AG =le

BS _ , CF_ BT _ . CH _
I 1__61__f"__g'
BE cs BG TC

Entdo, podemos escrever
BE =x+ k - BS =dk + dx

CS =y +dk+dx.
E temos que m, = CF = ey + edk + edx

Mas,

BL=1—x—- BT = fl - fx,

TC=y+fl—fx,

e portanto

m, = CH =gy + gfl—gfx
e

m,;=CB=y.
m; =Yy

Devemos ter que
mym, = msymy
Ou seja,
deky + dexy + ey? = bcfglx + bcfgx? + bcgxy + cfgly — cfgxy + cgy?

Essa equacgdo representa uma conica, ou seja, € uma elipse, hipérbole ou parébola,
dependendo dos valores dos coeficientes da equacao.

Para nds, o problema esta resolvido. Estamos tdo habituados a identificar uma
curva com sua equacgdo que, pensando em uma delas, pensamos automaticamente na
outra. Nao para Descartes. Como gebmetra que era, ele via a algebra como uma
ferramenta para resolver analiticamente problemas de geometria. O que realmente
interessava era a geometria. Assim, Descartes tem que construir a solucdo das equacdes
obtidas, o que ja expusemaos. Ele escolhe valores paray e chega entdo a equagdes do 2°

grau em x que, em cada caso, ele resolve geometricamente.

Considerac0es finais
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Com a solucdo do problema de Pappus, Descartes mostrou que seu método

analitico era realmente poderoso. Alias, no La Géométrie, ele afirma que o método
permite resolver qualquer problema geometrico, ja formulado ou ainda por formular. A
solucéo do problema de Pappus, conseguida em poucos dias, em torno de 1632, Segundo

Bos (1981, pp. 271-272) deu a Descartes grande confianga no poder de seu novo método
analitico. Mostrou-lhe que o programa esbogado no Discours de la Méthode podia

efetivamente gerar novos conhecimentos, livres de dividas e incerterzas.
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