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Resumo

Este trabalho apresenta um experimento didatico realizado na disciplina de Historia da
Matemética (HM) no curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de
Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE). Este experimento € parte da pesquisa
que esta em andamento no Mestrado Académico do programa de Pds-Graduagdo em
Ensino de Ciéncias e Matematica (PGECM/IFCE). A presente pesquisa aborda uma
tematica, sobre representacdes complexas do modelo de Fibonacci (MF), que busca
oportunizar uma perspectiva epistemoldgica no contexto da HM e na formacédo docente.
Por outro lado, compreende-se a existéncia de uma problematica, em que os livros de
HM apresentam uma abordagem sucinta, ludica e escassa das relacdes matematicas
Fibonaccianas, pouco relevante para que o leitor compreenda o processo evolutivo do
MF a partir da descricdo do modelo bioldgico da reproducdo de coelhos. Numa
perspectiva epistemoldgica, essa pesquisa tem como objeto de investigacdo a funcdo
geradora e a equacdo caracteristica, ambas sdo discutidas na classe das estruturas
polinomiais do MF que compdem um repertorio inerente a sua complexificacdo a partir
da insercdo de variaveis e da unidade imaginaria “i”. Numa abordagem didética e
cognitiva, tem-se o0 proposito de trabalhar essas relagdes matematicas em situacdes de
ensino. Para isso, segue-se 0 percurso metodoldégico fundamentado na Engenharia
Didética (ED) que é intrinseca das pesquisas no ensino de Matematica e que é realizada
em situacdes didaticas amparada na aplicacdo de situacGes-problema. Além do mais, a
ED tem como pressupostos elementos de ordem epistemoldgica, didatica e cognitiva,
assim, permitindo explorar propriedades matematicas nas aulas de HM. Por fim,
constatou-se uma validacdo interna da pesquisa referente a compreensdo da funcgéo
geradora e equacdo caracteristica. Além do mais, foi possivel observar que alguns
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alunos, docentes em formagcéo inicial, desenvolveram uma compreensdo da evolugéo
historica e matematica da Sequéncia de Fibonacci.

Palavras-chave: Engenharia Didatica; Historia da Matemaética; Formacdo docente;
Modelo complexo de Fibonacci; Fungédo geradora.

Abstract

This work presents a didactic experiment carried out in the Mathematics History (HM)
course in the Mathematics Degree course of the Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia
e Tecnologia do Ceard (IFCE). This experiment is part of the research that is underway
in the Academic Master of the Graduate Program in Teaching Science and Mathematics
(PGECM / IFCE). The present research deals with a thematic about complex
representations of the Fibonacci (MF) model, which seeks to provide an epistemological
perspective in the context of HM and in teacher education. On the other hand, we
understand the existence of a problematic, in which the HM books present a succinct,
playful and scarce approach to the mathematical relations Fibonaccianas, little relevant
for the reader to understand the evolutionary process of the MF from the description of
the model reproduction of rabbits. In an epistemological perspective, this research has
as investigation object the generating function and the characteristic equation, both are
discussed in the class of the polynomial structures of the MF that compose a repertoire
inherent to its complexification from the insertion of variables and the imaginary unit
"i". In a didactic and cognitive approach, one intends to work these mathematical
relationships in teaching situations. For that, the methodological course based on
Didactic Engineering (ED), which is intrinsic to the researches in the teaching of
Mathematics and which is carried out in didactic situations supported by the application
of problem situations, is followed. Moreover, ED has as presuppositions
epistemological, didactic and cognitive elements, thus, allowing to explore
mathematical properties in HM classes. Finally, it was verified an internal validation of
the research concerning the understanding of the generating function and characteristic
equation. Moreover, it was possible to observe that some students, teachers in initial
formation, developed an understanding of the historical and mathematical evolution of
the Fibonacci Sequence.

Keywords: Didactic Engineering; History of Mathematics; Teacher training; Fibonacci
complex model; Generating function.

Introducéo

O experimento didatico, discutido neste trabalho, foi realizado na disciplina de
HM no curso de Licenciatura em Matematica do IFCE. Esse locus foi selecionado pelo
interesse de inserir uma concep¢do epistemoldgica nas aulas de HM, tendo em vista
que, segundo Alves e Borges (2011) e Alves (2015), os livros de HM discutem as

relagdes Fibonaccianas, de maneira “laconica, ludica e desprovida de um vigor
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histérico-matematico que proporcione ao leitor um entendimento do processo evolutivo
irrefreavel hodierno do modelo de Fibonacci” (ALVES; CATARINO, 20164, p.112).

Nos trabalhos de Alves (2015, 2016a, 2016b, 2016c), observa-se a descricdo de
um cenario, da HM, composto por “hiatos historicos” gerados a partir da escassa
publicizacdo das propriedades e teoremas oriundos da modelizacdo da situagdo-
problema da producdo de coelhos. A vista disso, esta pesquisa tem dois objetivos, o
primeiro € de estudar a funcdo geradora e equacao caracteristica, do modelo complexo
de Fibonacci, em situagdes de ensino. E, o segundo é de instigar a compreensdo de uma
concepcéo epistemoldgica de conceitos matematicos nas aulas de HM com a finalidade
de contribuir na formacao inicial de professores de Matematica.

Nesse sentido, questiona-se: qual delineamento metodoldgico possibilita realizar
um experimento didatico que oportunize explorar a funcdo geradora e a equacgdo
caracteristica, no contexto de investigacdo histérica do modelo complexo de Fibonacci?
Desse modo, assumindo pressupostos epistemologicos, didaticos e cognitivos, define-se
a ED como roteiro para a realizacdo do experimento didatico. A seguir, sera discutida

essa abordagem metodologica.

Engenharia Didatica

A ED surgiu, no contexto da Didatica da Matematica (DM) na Franca em 1980,
como “um esquema experimental com base em realizaces didaticas em sala de aula,
isto €, na construg¢do, realizagdo, observagdo e analise de sessdoes de ensino”
(ALMOULOUD, 2007, p. 171). Nesse sentido, 0 termo associa-se 0O percurso
metodoldgico do professor-pesquisador como uma engenharia. Todavia, a ED possuli
pressupostos epistemolégicos, diaticos e cognitivos (ARTIGUE, 1995, p. 98,).

Desse modo, Almouloud (2007, p. 149) explica que a epistemologia apresenta
em Sseu escopo uma investigacdo, do processo de construcdo dos conhecimentos
cientificos, desde a sua origem histérica até seu atual estado de evolucdo. Na DM,
conforme Pais (2002, p. 9), sdo investigados problemas que surgem na concepcao de
definicGes matematicas e conceitos didaticos.

Além do mais, a andlise epistemoldgica, no ensino de Matematica, recorre ao
desenvolvimento de conceitos matematicos, possibilitando categorizar as diversas

concepgdes sobre um objeto de investigagdo. “Esse tipo de andlise pode auxiliar o
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pesquisador em didatica da matematica a entender melhor as relagcdes entre os objetos
matematicos e controlar as varidveis didaticas relacionadas com o processo de ensino e
aprendizagem de tais objetos” (ALMOULOUD, 2007, p. 156).

Pais (2002, p. 99) relata que a ED é um roteiro metodoldgico pelo qual o docente
pode administrar a investigacdo e realiza-la em situagdes didaticas. Para isso, a ED é
organizada em quatro fases consecutivas: analises preliminares, concepcdo e analise a
priori, experimentacdo, analise a posteriori e validagéo.

Conforme Pommer (2013, p. 23), nas analises preliminares, é feito um
levantamento bibliografico numa abordagem histérica dos elementos epistemoldgicos,
didaticos e cognitivos do que se pretende ensinar em sala de aula e das concep¢des dos
alunos. Destarte, a concepcdo e andlise a priori designam o planejamento de situacdes
de ensino amparadas na aplicagdo de situacdes-problema com o propoésito de validar as
hipoteses da pesquisa. Além disso, é feita uma predicdo do que se espera na fase de
experimentacdo (ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Na experimentacdo, as situacdes-problema sdo propostas aos alunos, diante
disso, tem-se “um corpus de pesquisa variado, composto por producdo dos alunos,
registro de perguntas, davidas e erros constatados durante o acompanhamento de suas
acoes e didrios de classe dos ministrantes” (CARNEIRO, 2005, p. 105). Por fim, a
analise a posteriori e validacdo, tratam os dados coletados no sentido de comparar as
situacBes descritas na andlise a priori e a posteriori a fim de validar, internamente na
situacdo de ensino, ou refutar as hipéteses de investigagdo (ALMOULOUD; SILVA,

2012, p. 27). A seguir, ttm-se as analises preliminares.

Andlises preliminares inerentes ao modelo complexo de Fibonacci

Nas analises preliminares, é feita uma revisdo bibbliografica das relagdes
matematicas que compdem o repertorio de representacdes complexas do MF. Desse
conjunto, foram selecionadas, como objetos de investigacdo, a funcdo geradora e a
equacdo caracteritica. Com enfase na epistemologia matematica, conforme King (1963,
p. 16), vale comentar que o MF foi criado para representar, matematicamente, a

problematizacdo da reproducéo de coelhos.
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Dessa forma, o modelo original de Fibonacci é dado por f ,=f ,+f ,vnel

— 'nil

para f, =0 e f, =1 (ALVES; CATARINO, 2016a). A vista disso, a evolugdo do modelo

elaborado por Leonardo Pisano em 1202 permite investigar, nos compéndios da HM,
outras representacdes Fibonaccianas, dentre as quais, as formas polinomiais se
destacam. A priori, esses polindmios sdo definidos por Catalan e Jacobsthal em 1883.

No sentido de complexificar o MF, tem-se a defini¢aof, (x) =x-f _,(x)+f, ,(X)
comf,(x) =1, f,(x) =x e n>1 discutida por Brother (1963), Hoggatt e Long (1974) e
Witford (1977). Doravante, encontra-se na literatura da Matematica Pura, de Hoggatt e
Long (1974), Asci e Gurel (2012), Alves e Catarino (2016a, 2016b), uma extensao
desses polinbmios para representacoes bivariadas tal como:
F..(xy)=ix-F(X,y)+F _,(X,y) com F(x,y) =0, F(x,y)=1en>1.

No contexto das representacfes polinomiais, sdo discutidas as noc¢Ges de funcédo

geradora g(t):iFn(x,y)-t”, equacgdo caracteristica t2—ixt—y=0 e definidas

n=0

i (xy)=malCY) g i FalXY) Al vES; CATARINO, 20160). A sequir,
F(x,y) e F(X,Y)

tem-se a concepcao e as analises a priori referentes ao experimento didatico.

Concepcdao e analise a priori

A priori, depois da investigacdo epistemoldgica na estrutura matematica de
relacbes que compdem e determinam o modelo complexo de Fibonacci, é feita uma
transposicdo, para o plano didatico, de definicbes e propriedades a fim de realizar
situacdes de ensino que permitam trabalhar a cogni¢cdo do aluno, que neste caso é um
professor de Matematica em formacdo, com o propdsito de instigar o desenvolvimento
de uma compreensao epistemoldgica do ensino de HM e um raciocinio inferencial

guanto a construcdo de conceitos matematicos Fibonaccianos.
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Quadro 1 — Situacao-problema sobre a equacdo caracteristica

Descreva uma equagdo caracteristica para o modelo complexo de Fibonacci
considerando as seguintes definicbes: F ,(x,y)=ix-F (x,y)+F ,(x,y) com

F(xy) =0, F(x,y)=len>1 e g(t) = ipﬂ (x,y)-t". Em seguida, discuta qual
n=0

aspecto histérico-evolutivo pode ser compreendido em relacdo ao modelo que prevé

a reproducéo de coelhos, formulada por Leonardo Pisano em 1202.

Fonte: Acervo da pesquisa

Nesse sentido, acontece a concepcdo de um experimento didatico com a
pretensdo de possibilitar uma discussdo inerente ao modelo complexo de Fibonacci com

énfase em duas definigbes: F ,(x,y)=ix-F (x,y)+F, ,(X,y) com F(x,y)=0,F(x,y)=len>1 e

a(t) = i F.(x,y)-t" (ALVES; CATARINO, 2016a). Para isso, foi elaborada e aplicada a
n=0

situacdo-problema (quadro 1).

Além do mais, nesta fase de anélise a priori, é feita uma predicdo dos possiveis
raciocinios que os estudantes venham a manifestar durante a experimentacdo. Assim,
espera-se que os alunos compreendam as fases de construcdo da equacdo caracteristica e
identifiqguem esse processo como um delineamento histérico-matematico que designa a
evolu¢do do MF a partir da inser¢do da unidade imaginaria “i” e de varidveis. A seguir,

a experimentacdo seré discutida.

Experimentacéo

A aplicacdo desta pesquisa aconteceu na disciplina de HM no curso de
Licenciatura em Matematica do IFCE. As solugdes e discussfes dos alunos sdo os dados
que foram coletados por meio das gravacOes de audios e registros de imagens. Neste
trabalho, serd discutida uma situacdo-problema (quadro 1). De inicio, o professor-
pesquisador apresentou a turma uma abordagem epistemoldgica da HM, no que diz
respeito ao MF quanto a sua origem na problematizacdo da producéo de coelhos e sua

representacdo matematica pela recursividade f ., =f, ,+f, ,vnel para f,=0ef, =1

" 'nil
(ALVES; CATARINO, 2016a).
No segundo momento, numa perspectiva do processo de complexificacdo do

MF, foi proposta a situagdo-problema (quadro 1). Com o intuito de resolvé-la, alguns
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[13%2]
1

alunos propuseram a inser¢ao da unidade imaginaria e das variaveis no somatorio,

de modo que se tenha: (ixt).g(t)e (yt2).g(t) . Essa formulagdo foi inspirada a partir
da apreciagdo da estrutura de F ,(x,y)=ix-F (x,y)+F, ,(x,y), na qual se ver a

presenca das variaveis X e y. Durante a investigacdo da serie formal de poténcias se

percebe a necessidade de inserir “t”.

Destarte, a fungdo geradora g(t)=;2 foi determinada e teve que

1—ixt—yt

Fn+1(X7y) e I|m Fn+1(X1y)
F(Xy) == F(X,Y)

equacdo caracteristica t2—ixt—y=0. Assim, encerra-se a discussdo da situacdo-

assumir t, ., (x,y) = =t para que se pudesse escrever a

problema avaliando, juntamente com o0s estudantes, 0 que essa construcao representa
para 0 MF. Na proxima secdo, serdo apresentadas as analises a posteriori e a validacao

desta pesquisa.

Analises a posteriori e validacéo

Os dados obtidos, na experimentacdo, sdo avaliados com a finalidade de validar
a hipotese da pesquisa. Nesse sentido, observou-se que o estudo inerente a equagdo
caracteristica para o modelo complexo de Fibonacci caracterizou uma abordagem
epistemoldgica da aula de HM. As discussdes das relacdes matematicas Fibonaccianas
foram norteadas pela literatura de Alves e Catarino (2016a, 2016b), o que teve muita
relevancia na compreensédo da construcdo e formalizacdo da fungdo geradora e equacao
caracteristica.

Quadro 2 — Sistematizacdo da série formal de poténcias

0t)= Y F A" =Ry 0+ Rt 4 Byt et F e

n=0

ixt-(t) =ix- Y F ™ =i Rt Bt bt i Bt +XCE T s
n=0

y.tZ g(t) = yZFn ,tn+2 :y'FO _tz +yFlt3 +"'+y-Fn_1tn+l+yFn _tn+2 Foen

n=0

Fonte: Alves e Catarino (20163, p. 115)
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Ainda na perspectiva epistemologica, foi explorado g(t) — (ixt).g(t) — (yt?).g(t)
(quadro 2), tal que, recorrendo a F ,(x,y)=ix-F (x,y)+F _,(X,y), & possivel

simplificar os calculos e obtém-se a fungéo geradora g(t) zﬁlyt?' Além disso,

assumindo 't ,(X,y) :M e Iimwzt, tem-se a equagdo caracteristica
R (x.y) e B (X Y)
t2—ixt—y=0.

A vista disso, o professor-pesquisador teve que intervir em determinadas etapas
de formulacdo na resolucdo dos alunos (figura 1), todavia, essa situacdo didatica
permitiu trabalhar de forma implicita, a validade matematica da funcdo geradora e da
equacdo caracteristica. Com isso, pode-se observar que os elementos de ordem didatica

e cognitiva ndo foram ignorados na realizacdo desta pesquisa.

T .p...(. TRNE o TODL  Oh  SORVELLET
,‘uﬂg‘n(a :)"‘ Folz, ¢ )t e /= YD G PO Y 18 Qe A

(a‘ml"vn f'rny ML:
WL gft)c m.!’r..u fl
w’“,aﬂ’/,r.f: iR
apwvn'

e ol X, f)-f, -_-_1»_{;_(;{4).{)4* s d TP

Figura 1 — Produgéo de um aluno na determinacédo da funcéo geradora
Fonte: Acervo da pesquisa

Além disso, alguns alunos, docentes em formacgdo inicial, passaram a
compreender que se pode trabalhar HM numa abordagem epistemoldgica e que o
modelo complexo discutido, neste experimento didatico, contribui para 0 processo

historico-evolutivo do MF. Portanto, alcangou-se uma validacgdo interna desta pesquisa.

Consideracoes finais
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O presente trabalho apresentou um experimento didatico realizado em uma
pesquisa de Mestrado do PGECM/IFCE e aplicado na disciplina de HM no curso de
Licenciatura em Matematica do IFCE. Assim, apresentou-se uma discussao
pormenorizada do processo de determinacdo da fungdo geradora e da equacdo
caracteristica oriundas do modelo complexo de Fibonacci.

Essa situacdo é um fragmento da pesquisa que tem em seu escopo a investigacao
de representacdes complexas do MF. Dessa forma, € oferecido ao leitor um enredo
metodolégico que possui pressupostos epistemoldgicos, didaticos e cognitivos
articulados, de modo que foi possivel explorar as relagdes matematicas no contexto de
investigacdo historica da complexificacdo do MF.

Além do mais, essa publicizacdo feita na disciplina de HM, no contexto de
formacdo docente, oportunizou o desenvolvimento de uma concepcao epistemoldgica
das aulas de HM. Doravante, espera-se que a compreensdo da funcdo geradora e da
equacdo caracteristica sirva de conhecimento prévio para o estudo de propriedades e

teoremas pertencentes a familia dos polindmios complexos e Fibonaccianos.
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