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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a irracionalidade e incomensurabilidade dos
ndmeros irracionais, através de uma abordagem historica se utilizando de demonstracao
matematica.. Para dar suporte ao estudo proposto, foi realizada uma revisao bibliogréfica
acerca de como historicamente se deu a producdo dos NUmeros Irracionais e sobre as
dificuldades encontradas pelos gregos na construcdo da idéia de existéncia dos mesmos.
E apresentado algumas das primeiras e principais relacdes matematicas que envolvem as
figuras geomeétricas, em que se apresentavam proximidades com os ndmeros irracionais.
Desde a Grécia antiga o debate sobre a existéncia dos irracionais vem sendo feito, mas
apenas no seculo X1X, matematicos como Cantor e Dedekind, elaboraram a continuidade
da reta numérica, onde com seus teoremas colocaram os nimeros irracionais juntamente
com os racionais na reta numérica. Dando aos irracionais o estatuto de nimero.

Palavras-chave: Irracional; Incomensuraveis; Proporcéo.

Abstract

This work aims to present the irrationality and incommensurability of irrational numbers,
through a historical approach if using mathematics. To support the study studied, a
bibliographic review was carried out on how historically the production of irrational
numbers took place and on the difficulties encountered by the Greeks in the construction
of their ideas. He presented some of the first and main mathematical relationships
involving geometric figures, which are presented with irrational numbers. Since ancient
Greece or the debate over the presence of irrational elements, it has been done, but only
in the 19th century, mathematicians like Cantor and Dedekind, developed a numerical
regression research, where their theorems placed irrational numbers based on rational
numbers in America. Giving the irrational or statisticians the number.
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Introducéo

A matemaética esté presente na histéria do homem desde os tempos mais remotos
e nesse contexto se insere a ideia de contar. Para tanto, atividades simples como a
correspondéncia entre ovelhas de um rebanho e pedrinhas contidas em pequenos sacos,
possibilitaram uma nocao intuitiva sobre contagem, que posteriormente propiciaram o
desenvolvimento teérico do conceito de ndmero.

Segundo Ifrah (2009), erigida sem davida sobre bases empiricas, a invencao dos
numeros deve ter correspondido a preocupacdes de ordem pratica e utilitaria. Aqueles que
guardavam rebanhos de carneiros ou de cabras, por exemplo, precisavam ter certeza de
que, ao voltarem do pasto, todos 0s animais haviam entrado no curral.

Com a necessidade de se efetuar contagens mais extensas, 0 processo de contar
teve de ser sistematizado. Sendo assim, varios sistemas de numeracdo foram criados,
dentre eles, o sistema sexagesimal criado pelos babilénios de 2000 a.C., até se chegar ao
sistema de numeracdo posicional decimal que utilizamos. Idealiza-se que depois de ter
utilizado os nimeros para contar, medir e calcular, 0 homem passou a investigar e estudar
a natureza e propriedades dos nimeros (PEREIRA, 2018). Sob essa perspectiva, surge o
conjunto dos nimeros naturais denotado por N .

Posteriormente, a partir da expansao comercial manifesta-se a ideia de nimero
negativo, especialmente, na busca pela resolucdo de situacOes-problemas, os
comerciantes em suas negociagdes passaram a utilizar os simbolos + e — para expressar
lucros e prejuizos. Desse modo, durante essa época, 0s matematicos desenvolveram
artificios nos quais realizavam operacdes com 0s sinais positivos e negativos, resultando
no conjunto dos nimeros inteiros, denotado por Z , constituindo-se dos nimeros naturais,
seus respectivos opostos e pelo zero.

Nesse contexto, 0s nimeros inteiros nao eram suficientes para suprir necessidades
béasicas referentes a medicéo de varias quantidades com por exemplo, comprimento, peso
e tempo. Foi a partir dessa necessidade que 0s povos antigos comecaram a trabalhar com
fragdes, desse modo surge a defini¢cdo de nimero racional, como o quociente p/q , sendo
p e g numeros inteiros e g#0 , tal conjunto é denotado por Q. O sistema dos numeros
racionais é suficiente para propositos praticos envolvendo medigdes, uma vez que ele

contém todos os inteiros e todas as fragdes (EVES, 2011).
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Segundo Pommer (2012, apud Pereira, 2018), a descoberta de que as fracdes, isto
€, 0s nimeros racionais ndo sao suficientes para as realizacdes das atividades humanas
foi feita pelos gregos, em meados do século V a.C. A referida descoberta ocorreu
mediante a estudos sobre a incomensurabilidade de grandezas, particularmente do
problema que consistia em provar que a diagonal e o lado unitario de um quadrado nao
admitem uma unidade em comum. A partir de problemas como este que surgiu a
necessidade de ndmeros que ainda ndo existiam, a saber, 0os ndmeros irracionais,
posteriormente denotado por R — Q.

O presente trabalho se justifica por ser de ampla importancia para a historia da
matematica, principalmente em relacdo a origem dos ndmeros irracionais e os estudos
que levaram até a aceitagdo dos irracionais como numero e posteriormente o surgimento
dos numeros reais.

Diante de tal perspectiva de surgimento e desenvolvimento dos conjuntos
numéricos de acordo com as necessidades humanas, este trabalho visa apresentar a
irracionalidade e incomensurabilidade dos numeros irracionais, através de uma
abordagem histérica se utilizando de demonstracdo matematica. Quanto a metodologia, a
técnica € bibliografica, com abordagem qualitativa. A revisdo bibliografica ocorreu
acerca de como historicamente se sucedeu a producdo dos NUmeros Irracionais e sobre
as dificuldades encontradas pelos gregos na construcdo da idéia de existéncia dos

mesmaos.

Referencial Teorico - NUmeros Irracionais.

Evidenciamos que tanto os nameros irracionais quanto as fragdes, isto €, os
ndmeros racionais, surgiram pelas necessidades do cotidiano, seja para a simples
contagem de objetos que os nimeros inteiros ndo davam conta ou a medicao de inUmeras

guantidades, como o0 comprimento, peso e tempo.

Para os pitagdricos, todas as grandezas (comprimento, area, volume,...) podiam
ser associadas a um nimero inteiro ou a uma razéo entre dois nimeros inteiros.
Na qual, acreditava-se que 0s numeros racionais eram suficientes para
comparar, por exemplo, segmentos quaisquer de reta. Dados dois segmentos,
supunham que existia sempre um segmento que “cabia” um numero inteiro de
vezes num deles e um ndmero inteiro de vezes no outro. Nesse caso, 0s
segmentos eram comensuraveis. (BONGIOVANNI, 2005, p. 91) .

Dessa forma, dizer que duas grandezas A e B sdo comensuraveis, significa dizer

que admitem uma medida em comum, ou seja, podem ser descritas em funcdo de uma
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terceira grandeza u, tal que: A = nu e B = mu. Assim, dados 0s segmentos AB e CD,
. ~ AB , . m . . . .
dizer que a razéo entre = € 0 nimero racional o significa que existe um terceiro

segmento EF tal que AB seja m vezes EF e CD seja n vezes EF. Veja a representacdo

abaixo. Observe que

At ———— B

E-HrF

Figura 1
Fonte: Autoria Propria.

Na época do matematico Pitagoras (séc. VI a.C.), acreditava-se que dado
quaisquer dois segmentos, AB e CD, seria sempre possivel encontrar um terceiro
segmento EF contido um nimero inteiro de vezes em AB e outro nimero inteiro de vezes
em CD, exprimimos tal situacdo afirmando que EF € um submultiplo comum de AB e
CD.

Desse modo, dois segmentos sdo ditos comensuraveis justamente por ser possivel
medi-los a0 mesmo tempo, com a mesma unidade EF. No entanto, nem sempre dois
segmentos quaisquer sdo comensuraveis. Isto é, existem segmentos AB e CD sem unidade
comum com o segmento EF. Os chamados segmentos incomensuraveis, que segundo
Avila (2006), resultou no surgimento dos niimeros irracionais. Essa descoberta marcou

profundamente o desenvolvimento da matematica grega.

Grandezas Incomensuraveis.

Como vimos na secdo anterior no periodo de Pitdgoras acreditava-se que 0s
nameros racionais fossem suficientes para comparar segmentos de reta. Assim, a
descoberta de grandezas incomensuraveis, isto €, dos nlimeros irracionais, “representou
um momento de crise do desenvolvimento da matematica”, (MOSCIBROSKI, 2002, p.
11).

Tamanho foi o escandalo entre 0s gregos que o pitagérico responsavel por essa
descoberta, Hipaso de Metaponto, foi perseguido e condenado a morte. Eves (2011), fala

acerca do desfecho dessa historia:

Muitas sdo as versOes para o final dessa historia, algumas lendas contam que o
pitagdrico Hipaso foi lancado ao mar, pela sua impia de contar o segredo a
estranhos, ja outra versdo da historia diz que ele foi expulso da escola
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pitagorica, e que até ergueram um tdmulo, como se 0 mesmo estivesse morto
(EVES, 2011).

A descoberta dessas grandezas incomensuraveis, ha mais de 2500 anos, teve inicio
pelos gregos ao observar que o comprimento de um quadrado de lado unitério ndo pode
ser expresso por nenhum numero racional, isto &, o lado e a diagonal de um quadrado sdo

incomensuraveis. Com efeito se o lado e a diagonal fossem comensuraveis, tomando o

lado como unidade, obteriamos para o comprimento da diagonal um ndmero racional g,

com p e gndmeros inteiros.

Segundo Avila (2006), supostamente o primeiro nimero irracional a ser
descoberto foi 0 V2. Como podemos observar a figura abaixo, aplicando o Teorema de
Pitagoras encontramos, que o valor para a diagonal do quadrado serd o nimero irracional
\2, foi essa a grande descoberta feita pelos pitagoricos.

1

V2

1

Figura 2
Fonte: Autoria Propria

Mas, como saber se V2 realmente é um numero irracional? A demonstracio
consiste na prova por absurdo, assim, supondo que V2 seja racional, dai, haveria dois
inteiros p e q, tais que \/Zzs, donde segue que gé uma fragdo irredutivel, ou seja,
mdc(p,q)=1. Assim, elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado temos,
2:(5)2, ou seja:

p?=20° (1)

Isto mostra que p? é par, donde concluimos que p também é par, pois se p fosse
impar p? também seria impar. Como p é par podemos escrevé-lo da seguinte forma p=2r,
com r inteiro. Substituindo p na equacéo (1), obtemos:

4r?=2¢7?, ou ainda g>=2r2.
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Daqui concluimos, como no caso de p, que 0 numero g também deve ser par. O

que € um absurdo! pois entdo p e g sdo ambos divisiveis por 2 e Snéo é uma fracédo

irredutivel. O absurdo segue da hipétese de que V2 é um niimero racional. Dai segue que
2 é um numero irracional.

Como vimos anteriormente V2 ¢ um nimero irracional, mas sera que realmente
foi os pitagdricos o0s primeiros a descobrir essas grandezas incomensuraveis?

Bongiovanni (2005), afirma que:

O artigo de K.von Fritz A descoberta da incomensurabilidade por Hipasus
de Metapontum introduziu uma nova dimens&o ao problema. Ele desloca
radicalmente a questdo da incomensurabilidade para a divisdo de um
segmento em média e extrema razdo. Von Fritz observa que apesar de
Proclus atribuir a Pitdgoras a descoberta dos incomensuraveis, todos os
outros textos se referem a Hipaso de Metaponto nascido por volta de 500
a.C. Segundo ele essa descoberta pode ter sido feita por volta de 450 a.C e
esta relacionada com as faces pentagonais de um dodecaedro regular e com
0 pentagrama (emblema dos pitagéricos). (BONGIOVANNI, 2005, p. 92)

Sendo a descoberta das grandezas incomensuraveis feito pelos pitagoricos ou néo,
temos que, por algum tempo V2 foi o Ginico nimero irracional conhecido. Mais tarde
Teodoro de Cirene, por volta de 425 a.C., mostrou que V3, V5, V6, V7, V8, V9, V10, V11,
V12, V13, V14, V15 e V17 também sdo irracionais. Hoje além desses niumeros irracionais
conhecemos muitos outros e apresentamos ainda algumas constantes bem conhecidas

como: 7, €, In 2, In 3 entre outros.

A teoria das Propor¢6es de Eudoxo

Embora os irracionais representassem estranheza aos matematicos, foi com os
gregos que obteve-se uma forma de lidar com eles. Sua funcionalidade deve-se ao fato de
que qualquer naimero irracional aproxima-se de um numero racional. Quanto mais
aproximarem-se, mais complexo revela-se o racional, havendo sempre um erro. Porém,
ao tornar o erro menor, hd chance de abordar os ndmeros irracionais, atraves de
propriedades semelhantes as dos numeros racionais que podem servir de proximidade
(STEWART, 2014).

Para nos hoje é fécil perceber que a crise dos incomensuraveis
seria resolvida com a introducéo, na Matematica, dos nimeros fracionarios
e dos numeros irracionais. Mas 0s gregos tomaram outro caminho,
inventando um modo de falar em igualdade de raz8es mesmo no caso de
grandezas incomensurdveis. Com isso criaram toda uma teoria das
proporgdes que so dependia dos numeros naturais. O criador dessa teoria,
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exposta no Livro V dos Elementos de Euclides, foi Eudoxo (408-355 a.C.
aproximadamente). (AVILA, 2006, p. 25).

Antes de apresentarmos as contribuicdes de Eudoxo, nessa area, discorremos um
pouco sobre sua histéria. Eudoxo (408 a.C - 355 a.C) foi um matematico e astrénomo,
que de Cnidos foi a Tarento, que é atualmente na Italia, para estudar com Arquitas, sendo
que este foi discipulo de Pitagoras. Por ter uma familia em que predominava a formacéo
em medicina, formou-se também na area e a exerceu por determinado tempo. Também
estudou filosofia na Academia de Platdo. Depois de Arquimedes, Eudoxo é considerado
0 maior matematico da antiguidade.

De acordo com alguns estudos, Eudoxo foi pioneiro na resolugédo completa do
problema que se refere a grandezas incomensuraveis, em que desenvolveu uma teoria
compreendendo as proporcdes, passivel de corresponder as grandezas comensuraveis e
incomensuraveis, chegando a uma forma de definicdo da igualdade de duas razdes |,
usando somente os nimeros positivos (BOMGIOVANI et al., 2018).

A teoria desenvolvida por Eudoxo por volta de 370 a.C, pretendia ser um modo
de representar qualquer grandeza, sendo racional ou irracional, através da razao entre dois
comprimentos. Logo, a razdo cinco tercos é representada por dois segmentos, um de
comprimento cinco e outro de comprimento trés (uma razio 5:3), de maneira analoga, \2
pode ser representado pelo par constituido pela diagonal de um quadrado unitario e seu
lado (V2:1). Notamos que ambos os segmentos podem ser construidos geometricamente
(STEWART, 2014).

Ainda para o autor supracitado, o ponto primordial é a definicdo de quando duas

dessas razdes sdo iguais:

Quando é que a:b = ¢:d? Sem contar com um sistema numérico adequado,
0s gregos ndo podiam fazer isso dividindo um comprimento pelo outro e
comparando a + b com ¢ + d. Em vez disso, Eudoxo descobriu um método
rebuscado, porém preciso, de comparagao que podia ser executado dentro
das convencdes da geometria grega. A ideia é tentar comparar a e ¢
formando multiplos inteiros ma e nc (STEWART, 2014, p.24).

Ainda para Stewart (2014), a indagacao de como isso pode ser feito, € respondida,
pois junta-se m copias de a, unindo uma extremidade a outra e realizando 0 mesmo com
as copias de c. Utilizando-se os mesmos dois multiplos de m e n para realizar comparagéo

mb e nd. Caso as razfes a:b e c:d ndo fossem iguais, segundo Eudoxo, obtemos que m e
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n apresentam muita diferenca, a ponto que ma>nc, porém, mb<nd. Assim, é possivel
estabelecer igualdade de razBes desse modo.

Embora tenha sido uma teoria considerada brilhante a solu¢do que Eudoxo criou
para incomensurabilidade, era considerado inconveniente o fato de ser simplesmente
geométrica, o que contribuiu para que por dois milénios o rigor matematico estivesse
fortemente baseado praticamente de modo Unico na Geometria (DOMINGUES, 2015).

No ano de 1872, a apresentacdo moderna dos NUmero Racionais Mostrada por
Dedekind coincidiu com algumas férmulas propostas por Eudoxo. Bongiovanni(2005)
aborda que Dedekind se indagou acerca da imensidade geométrica que diferenciava esta
dos numeros racionais e assim foi procurar alguma resposta nas teorias das proporc¢des de
Eudoxo.

Ao decorrer de seu aprofundamento acerca das teoria de proporcées de Eudoxo,

Dedekind observou o seguinte:

1) Existe mais pontos na linha reta do que nimeros racionais;

2) Entdo, o conjunto dos nimeros racionais ndo é adequado para aplicarmos
aritmeticamente a continuidade da reta;

3) Logo, é absolutamente necessario criar novos nimeros para que o dominio
numérico seja tdo completo quanto a reta, isto é, para que possua a mesma
continuidade da reta. (MIGUEL, 2009, p. 233, apud JESUS, 2017)

ApoOs as observacBes expostas acima, Dedekind publicou em seu livro
Continuidade e Nimeros Racionais a resolucdo do problema dos nimeros irracionais, se
utilizando de estratégias que ele as denominou de cortes, agora conhecidos como cortes
de Dedekind.

Dedekind em seus estudos chegou a conclusdo que o cerne da continuidade de um
segmento de reta estava na distin¢cdo dos niimeros racionais em duas classes. “Por essa
observacdo trivial, o segredo da continuidade sera revelado”, frase escrita pelo proprio
Dedekind (BONGIOVANNI, 2005).

Bongiovanni (2005), relata de maneira grosseira a idéia que Dedekind queria

passar:

Cortando uma reta em duas partes podemos separar 0s nUmeros racionais em
duas classes A e B onde todo nimero da primeira classe A é menor que todo
nimero da segunda classe B. Dessa forma, cada corte produz um e um so
ndmero real. Se A tem um maior elemento ou se B tem um menor elemento, o
corte define um namero real racional; mas se A ndo tem um maior elemento e
B néo tem um menor elemento, entéo o corte define um nimero real irracional.
Portanto, por meio dos cortes de Dedekind, amplia-se o conjunto Q
introduzindo os nimeros irracionais (BONGIOVANNI, 2005).
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Com a definicdo dada por Dedekind, foi possivel a criagdo dos nameros reais,
onde se eliminou as brechas deixadas e ainda estabeleceu uma correspondéncia biunivoca
entre 0s nimeros reais e 0s pontos integrantes de uma reta.

Desde que surgiu a ideia de irracionalidade na Grécia antiga até a definicdo atual
que temos, dada por Dedekind, pode-se observar € que um longo tempo se passou. O fato
da criacdo da idéia e definigdo da irracionalidade terem demorado tanto tempo, pode se
dar a conjuntura da dificuldade de entendimento com relagdo a estes na sociedade antiga.

Metodologia

Esta pesquisa é de abordagem qualitativa, pois esta possibilita “estudar os
fendmenos que envolvem os seres humanos e suas intrincadas relagbes sociais,
estabelecidas em diversos ambientes” (GODOY, 1995, p. 21), além do que, segundo
Lukde e André (1986), apresentam algumas caracteristicas dessa abordagem, tais como:
ter como fonte o ambiente natural, este sendo o principal para coleta de dados, e 0
pesquisador como principal instrumento, com dados de predominancia descritiva, com
foco nos processos e nos significados e analise do dados baseado na inducao.

Constituindo-se também como pesquisa bibliografica ndo é simplesmente uma
revisdo de literatura, porém ¢é caracterizada por Lima e Mioto (2007, p. 38) “pesquisa
bibliografica implica em um conjunto ordenado de procedimentos de busca por solugdes,
atento ao objeto de estudo, e que, por isso, ndo pode ser aleatoério”. Para Markoni e
Lakatos (2007), o objetivo da pesquisa bibliografica é tornar possivel ao pesquisador o
contato com tudo o que foi escrito, pronunciado ou filmado sobre o assunto em quest&o.

Esta pesquisa foi solicitada como requisito parcial para a aprovacgéo na disciplina
de Historia da Matematica no curso de Licenciatura em Matematica, com temas sorteados
para equipes em torno trés pessoas. Inicialmente foram pesquisadas obras que pudessem
referenciar este trabalho, tratando de temas semelhantes, tais como Avila (2006), Ifrah
(2009), Eves (2011), Pommer (2012) e Pereira (2018) dentre outros.

Considerac0es Finais
O surgimento dos racionais se deu a partir da necessidade de se encontrar a

diagonal de um quadrado de lado 1, onde essa diagonal mede V2. Essa descoberta foi
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atribuida a Hipasus de Metapontum, o que, a histdria nos conta, acabou resultando em
sua morte.

Na época de tal descoberta, foi um grande escandalo nos alicerces da matematica,
pois até entdo, s6 existiam raizes de nimeros quadrados e no caso do nosso irracional V2
ndo existe um nimero que ao quadrado resulte em 2. Por causa de tal fato os pitagoricos
vivenciaram a crise dos incomensuraveis, ja que notaram a ndo existéncia de uma medida
comum entre o lado e a diagonal de um quadrado de lado 1. J& na fase dos platénicos
essas medidas j& foram aceitas, visto a existéncia dessas medidas.

Por outro lado, foi um grego chamado Eudoxo que ao se utilizar do método de
exaustdo e a teoria das propor¢des conseguiu comparar tais medidas incomensuraveis.
Para Rezende(2013), esse foi o marco que pode impulsionar o desenvolvimento dos
irracionais, pois a partir dai, os gregos podiam provar a existéncia de segmentos
incomensuraveis, como a diagonal de um quadrado de lado 1, além de poderem
representa-los, e através da teoria de Eudoxo poderiam compara-los, podendo aceita-los
com objeto geométrico.

Dessa maneira 0s numeros irracionais se desenvolveram, onde no século XIX,
matematicos dessa época, entre eles Cantor e Dedekind, elaboraram a continuidade da
reta numérica, onde com seus teoremas colocaram 0s nimeros irracionais juntamente com
0s racionais na reta numérica. Os matematicos, ainda foram mais longe, possibilitando
em sua teorias a realizacdo de operagdes matematicas, aceitando e configurando os

ndmeros irracionais como numero.
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