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Resumo

Neste artigo trazemos uma narrativa tracada através de alguns dos momentos do
desenvolvimento da teoria de calculo de areas: a nocdo de quadratura de figuras curvas
discutida pelos gregos na antiguidade, a conceituacdo da integral usando infinitesimais e
a introducéo do simbolo [ feita por Leibniz, a defini¢ao rigorosa de Cauchy para funcdes
continuas em um intervalo finito e a expansdo desta definicdo feita por Riemann, que
permitiu uma maior abrangéncia de fungdes passiveis de integracdo. Estes momentos
revelam alguns dos caminhos pelos quais 0 pensamento matematico percorreu ao longo
das epocas, bem como os padrfes de escrita deste pensamento, 0 que envolve o aspecto
cultural do rigor desta escrita para que fosse considerada satisfatdria nos ambientes em
que a pesquisa matematica foi desenvolvida através do tempo. Tais momentos também
levantam questdes epistemoldgicas sobre o assunto tratado que ndo necessariamente
surgem quando o tema é abordado de um ponto de vista puramente atual, como por
exemplo a natureza de numeros e magnitudes, que virdo a ser a esséncia do que €
conceituado hoje como ndmeros reais; além de sugerirem diversas abordagens para a
pratica docente usando histéria da matematica, podendo ser combinadas com outras
metodologias de ensino. O tratamento do tema foi baseado em uma historiografia
tradicional, apesar de poder evoluir para uma historia das ideias por envolver formas da
producdo de um conhecimento; e nosso objetivo foi trazer elementos que compuseram a
ideia do célculo de éreas para que componham também o pensamento em construgdo por
parte do estudante de calculo ou andlise, bem como do docente destas disciplinas.

Palavras-chave: analise; calculo integral; educacéo; historia; quadratura.

Abstract

In this article we bring a narrative through some moments of the development of the
theory of calculation of areas: the notion of quadrature of curves discussed by the ancient
greeks, the conceptualization of integral using infinitesimals and the introduction of the
symbol [ made by Leibniz, the rigorous definition of continuous functions in a finite
interval made by Cauchy, and the expansion of this definition made by Riemann which
permitted a bigger coverage of integrable functions. These moments reveal some of the
paths by which the mathematical thought traveled through the ages, as well as the
standards of the its writing, what involves the cultural aspect of the rigor necessary to be
considered satisfactory in the ambience where the mathematical research was developed.
Such moments also raise epistemological questions about the subject treated which not
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emerges necessarily when the topic is addressed from a purely nowadays viewpoint, such
as the nature of numbers and magnitudes which will be the essence of what is now
conceived as the real numbers; furthermore suggesting different approaches for the
teaching practice using history of mathematics possibly combined with other
methodologies. The treatment of the theme was based on a traditional historiography,
being able to evolve to a history of ideas because it involves means of the production of
knowledge; and our aim was to bring elements who composed the idea of the calculation
of areas which can also compose the thought under construction by the student of calculus
or analysis, as well as the professor of these subjects.

Keywords: analysis; integral calculus; education; history; quadrature.

Introducéo

A pesquisa em histdria da matematica relacionada com a educacéo pode sugerir
diversas justificativas, a nossa € buscar entender a préopria natureza do pensamento
matematico através dos registros que sobreviveram ao tempo e se consolidaram
oficialmente na disciplina que lecionamos. Por outro lado, acompanhar o
desenvolvimento de um conhecimento no tempo enriquece a compreensao que temos
dele, ampliando as possibilidades de concepcdes didaticas possiveis. Este tipo de pesquisa
nos permite perceber as manifestacGes das primeiras davidas a respeito de um objeto
intelectual em construcdo. Familiarizar-nos com essas duvidas enriquece nossas aulas,
seja qual for o nivel de educacao trabalhado.

Histdria da matematica é também historia do pensamento, e é também histéria da
comunicacdo desse pensamento, 0 que ja sugere a forte relacdo que esse campo de
pesquisa tem com o da educacdo. Quando falamos em pensamento matematico, também
falamos em linguagem matematica e consequentemente do rigor que ela exige. O rigor se
fard mais ou menos necessario de acordo com a complexidade do pensamento a ser
expressado. O exame dessa préatica através do que se constitui as fontes do historiador
revelam as mudancgas que esse rigor sofre com o tempo. Eventualmente, uma linguagem
mais rigorosa simplifica e facilita o manuseio de um conceito. 1sso nos mostra que 0s
padrdes de rigor mais aceitos como norma na comunidade matematica variaram de acordo
com o uso que estava sendo feito deles. A exploracao de novos paradigmas de rigor pede
por novos conceitos, criam novas duvidas. Costumam aparecer novos objetos que nao sao
bem explicados com esse novo padrdo, exigindo mais rigor da linguagem matematica
sempre em construcao.

Nosso objetivo é dar um vislumbre desse acontecimento no desenvolvimento da

teoria de quadratura de curvas. Abordamos a discussdo do assunto feita pelos gregos
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antigos acerca do computo de areas de figuras e a formalizacdo da integral dada por
Leibniz usando a ideia de infinitesimais. Em seguida exploramos o tratamento dado por
Cauchy a definicdo de integral utilizando limites e evitando o uso de infinitesimais. Por
fim consideramos o trabalho de Riemann na expansao desse conceito, abarcando um novo
tipo de funcéo.

Abordamos os registros de como a ideia foi tratada por diferentes matematicos,
com a descricdo dos modelos dos paradigmas em sucessdao, sob uma historiografia
tradicional; muito embora possa evoluir para uma histéria das ideias em trabalhos futuros,
visto que nosso trabalho envolve a producdo de conhecimento e os modos de pensar o
calculo de areas. Nosso objetivo com isso é trazer elementos que compuseram as ideias
em diversas etapas de sua emergéncia com a intencdo de que isso possa fazer parte da

composi¢do do pensamento sendo construido.

O computo de areas de figuras e a génese da ideia de integral

Alguns problemas béasicos da analise estdo presentes de forma geométrica na
matematica grega antiga. Thiele (2003, p.1) apresenta quatro radicais:

1. operagdes com letras (algebra) - Viete e Descartes;

2. geometria analitica - Fermat e Descartes;

3. a ideia de funcédo (conceito principal da analise) - Oresme, Bernoulli e Euler;

4. nimeros reais - Bolzano, Dedekind e Cantor.

Estes elementos ndo sdo encontrados explicitamente na matematica grega. O que
se faz sdo comparagOes anacronicas que auxiliam na elucidagdo dos fatos documentados
(Kragh, 1987, p.89). As fontes historicas sdo com frequéncia “traduzidas”, o que se
justifica com intenc@es didaticas.

As palavras sintese e analise sdo de origem grega e possuem significados opostos.
Informalmente, a primeira representava a adigdo de magnitudes formando um todo
enquanto a segunda era a sua particdo. Ambas se tornaram parte do vocabulario
matematico representando as duas partes essenciais de demonstracfes e construcoes
geométricas.

A andlise é a decomposicdo de um dado problema através de etapas légicas até
que se chegue em algo j& conhecido como verdadeiro ou uma contradi¢do (mostrando que
o problema € insoltvel). A sintese completa a prova invertendo o processo, deduzindo a

tese do que foi descoberto verdadeiro na analise.
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Havia também uma distingdo entre as ideias de nimero e de magnitude. Os
matematicos gregos concebiam nimero como o que chamamos atualmente de nimero
natural. No livro VII dos Elementos “ntimero ¢ a quantidade composta de unidades”, em
que “unidade ¢ aquilo segundo o qual cada uma das coisas existentes ¢ dita uma”. Ainda
que a unidade ndo fosse considerada como nimero. Nao temos fontes que atestem alguma
definicdo de magnitude que tenha sobrevivido ao tempo. Magnitudes sdo geralmente
caracterizadas com a propriedade de sofrerem incrementos e reducgdes, o que para Thiele
(2003, p.6) permite uma dupla interpretacdo de seu conceito: um objeto matematico é
uma magnitude e este mesmo objeto pode ser medido e o resultado ser uma magnitude.

Para 0s gregos antigos, nimeros sao magnitudes, mas nem toda magnitude é
numero. A percepcdo de que algumas propriedades validas para 0os ndmeros néo
permanecem validas para magnitudes continuas levou ao que é chamado de primeira crise
de fundamentos da matematica.

Na matematica grega, a area de uma figura plana era determinada se fosse possivel
encontrar através de uma construcdo geométrica (usando régua e compasso) um quadrado
cuja area fosse provada ser igual a da figura dada. A area de qualquer poligono era, assim,
facilmente encontrada. A nocdo de quadratura deriva dessa concepgdo. A quadratura do
circulo foi bastante debatida.

Uma das ideias principais na determinacdo de sua area, é a que ficou conhecida
como método da exaustdo que, quando se deseja encontrar uma magnitude A, se resume
a aproximar uma magnitude B mais facil de lidar e mostrar que ndo ocorre nem A < B
nem B < A. Esta dupla reducéo ao absurdo nos leva a concluir que A = B.

O método da exaustdo ndo é um processo de limite, pois ndo usa sequéncias
infinitas. Ele sempre termina apés um namero finito de iteracdes (até que a diferenca
entre a area calculada e a que se deseja encontrar seja considerada insignificante, apesar
de ser usada na prova por contradi¢do). Esse método é rigoroso, mas ndo muito pratico.

Com este metodo, Arquimedes (século 3 a.C.) mostrou que a area P sob um
segmento de parabola € igual a %T ,em que T € a area do tridangulo ABC inscrito no

segmento de parabola representado na figura 1 a seguir:
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By S

A B
Figura 1 - Relacdo entre a area de um segmento de parabola e o tridngulo ABC nela inscrito

A cada iteracdo um novo triangulo é desenhado sobre os lados do triangulo

anterior. Arquimedes mostrou que os triangulos tracados na n-ésima iteracdo possuem

area igual a

pr=y portanto a é&rea total dessa construcdo € igual a

T(1+1+1+ + 1)
4716 4n-1)"

. ~ 4 4
Em seguida mostrou que ndo ocorre nem P > ET nem P < ET'

Arquimedes ndo desenvolveu um algoritmo para calcular areas de figuras. Ele
buscava uma nova abordagem geométrica para todo problema, até mesmo para 0s
anélogos. Dessa forma ndo é dito que ele tivesse formulado algum conceito de integracao,
no entanto chegou perto disso. O rigor arquimediano reinou como o modelo metédico
para qualquer procedimento de quadratura por bastante tempo depois de sua morte.

Gradualmente os métodos geométricos foram substituidos pelos aritméticos por
serem algoritmicos e mais gerais. O calculo veio a luz quando foi descoberto que
diferenciacdo e integracdo eram operacdes inversas uma da outra, e estas realizadas de
maneira algoritmica. A linguagem simbolica para isso ja estava estabelecida.

Guicciardini (2003, p.73) aponta trés aspectos do calculo de Newton e de Leibniz:

1. areducéo de problemas;

2. 0 cOmputo de areas através da inversdo do processo do célculo de tangentes;

3. a criacao de um algoritmo.

Ambas as teorias se baseiam numa ideia geométrica (ou cinematica) de continuo

intuitiva, e seus procedimentos de limite se apoiam fortemente nisso. Além disso, a ideia

Numero Especial — 1V Seminério Cearense de Histéria da Matematica
Boletim Cearense de Educacao e Histdria da Matematica - Volume 07, Nimero 20, 31 — 43(2020)
DOI: 10.30938/bocehm.v7i20.2763



,-E’E% """" = 36
. Aspectos historicos do rigor na concepgdo de integral
" Artur Rezzieri Gambera

de “funcdo” ainda ndo existia, logo eles trabalhavam por meio de quantidades e entidades
geométricas especificas para designar suas taxas de variagao.

O algoritmo criado por Leibniz (ainda usado, mas de forma revisada e num
contexto conceitual diferente) considera duas construgdes geométricas que cumpriram
um papel relevante nas técnicas infinitesimais do século XVII: o triangulo caracteristico
e a area subentendida a uma curva como a soma de faixas infinitesimais.

Seja C uma curva num sistema cartesiano. Leibniz concebeu uma subdivisdo do
eixo x em infinitos intervalos infinitesimais com extremos x4, x,, etc. e definiu dx =
Xn+1 — Xn. Na curva, em relagcdo aos pontos correspondentes s;, s,, etc. definiu ds =
Sn+1 — Sp € NO eixo y definiu dy = y, .1 — y,. O tridngulo caracteristico tem lados dx,
dy e ds. A tangente a curva forma um angulo y = dy/dx com o eixo x, e a area sob a
curva é igual a soma das infinitas faixas ydx. Para designar esta soma Leibniz usou a
notagio [ dx, em que | é um “s” longo que representa “a soma de” (GUICCIARDINI,
Ibid., p.89).

dy

ils

dr z

Figura 2 - Integral de Leibniz
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Uma das questdes fundamentais mais importantes que foi levantada na época, foi
a respeito da natureza dos infinitesimais, que além de ter um carater ontologico
questionava a legitimidade das regras de demonstracdo dessa nova analise. Para Newton
e Leibniz, os infinitesimais ndo passavam de fic¢Oes Uteis empregadas para abreviar
provas, e que deveriam ser definidos como quantidades variaveis que se aproximam de
zero. Ambos concordavam também que os infinitesimais podiam ser evitados através de
demonstracGes baseadas em limites, constituindo a formulagéo rigorosa do célculo, e que
estas demonstracdes seriam uma versdao direta do método de exaustdo arquimediano
(GUICCIARDINI, Ibid., p.97).

No final do século XVIII a no¢édo de funcéo tornou-se fundamental e os livros de
Lagrange introduziram uma concepcdo explicitamente algébrica do célculo. O
entendimento geral do célculo infinitesimal estava conectado a trés conceitos
fundamentais: diferenciais, funcGes e séries de poténcias. A ferramenta mais importante
para a representacdo de funcbes eram as séries de poténcias, consideradas
majoritariamente como polindmios infinitos.

O Teorema Fundamental do Calculo permitia falar de integrais atraves de
derivadas, ndo sendo necessario recorrer as somas de areas. Se uma fungdo f é continua
(e positiva, para simplificar) entre os nimeros a € b, incluindo os valoresf (a) e f(b), e
é possivel encontrar uma funcéo F tal que F'(x) = f(x) paratodo x nesse intervalo, entao

a integral definida de B entre a e b é a diferenca:

b
f F()dx = F(b) — F(a).
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f(b)

fla)

a b

Figura 3 - Integral definida sobre uma curva

No século XIX, surgiram vérias discussdes acerca de uma defini¢do mais rigorosa
de integral, motivadas pela afirmacao de Fourier de que toda fungdo f pode ser expressa

como:
fx) = ? + Z,;";l(akcos(kw) + bksen(kw)), (D
em que os coeficientes sdo:

ap = %f_if (Odt; a = %]jrf (Ocos(kt)dt; by =% nf(t)Sen(kt)dt-

-1
De fato, ndo é toda funcéo que pode ser escrita desta forma, no entanto isso motivou muita

pesquisa em convergéncia de séries infinitas.

As integrais definidas de Cauchy e de Riemann
A fim de facilitar a leitura, o desenvolvimento da teoria de integrais definidas de
Cauchy é descrito aqui com uma linguagem matematica atualizada. A retomada da ideia

de integral como soma de areas contém a esséncia da quadratura, e podemos observar
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iSs0 na argumentacao da existéncia de uma quantidade h que, multiplicada com a medida
do intervalo em que a funcdo é definida, representa a area do retangulo cuja érea é a
mesma da figura determinada pela funcgéo nesse intervalo. Cauchy (1823, p.122 et seq.)
procede: suponha uma funcdo y = f(x) continua entre x e X e uma particéo x, x4, ...,
X,,—1 entre estes valores. Teremos os intervalos:
X1 — X0, X2 — X1, o, X — Xp_q-
Agora consideremos os produtos
o) Cep — x0), f(x) (2 — x1), e, f 1) X = xp-1)

€ Sua soma

S=flxo)xg —x0) + fx)xz —x1) + -+ f a1 (X — x41) (2)

Cauchy diz que quando n torna-se cada vez maior, 0 modo de divisdo néo
influenciara no valor de S. Em linguagem atual, isso equivale a dizer que quando n — oa
escolha da particdo ndo fara diferenca. Ele argumenta que a soma (2) é igual a soma dos
intervalos (x, — x,_,) multiplicados por um valor entre 0 minimo e 0 maximo que f(x)
assume no intervalo considerado, o qual ele chama de uma média. Como cada um destes
coeficientes é igual a um valor:

flxg + 60X — xp)]
em que 0 < 6 < 1, pode-se substituir a equacao (2), pela seguinte:
S=X—x0)f[xo + 60X — x)]

Usando o mesmo raciocinio e considerando a parti¢do do inicio, temos:

S =(x1 —x0)flxg — Op(xy —x0)] + -+ (X — xp_ 1) f[Xpn—1 — Op1 (X — x5-1)]

Agora observando que:

flxi +6;(Xpp — x)] = f(x) L &,
teremos
S = (1 = x0)f (xg) + -+ (X — xp_1)f (xn_1) £ &0(2x1 — x0) £ -+ £ &1 (X — xpp_1).

Sen — oo cada um dos valores ¢, diferird muito pouco de 0, e 0 mesmo ocorrera

com a soma
Feo(xy —x0) £ £ g1 (X — xp_q),
que é equivalente ao produto de (X —x,) com uma média entre estas diversas

guantidades.
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Com o crescimento do valor de n, o valor de S se aproximara de um limite que
sera chamado de integral definida. Se designarmos por Ax = h = dx um crescimento
finito atribuido a variavel x, os diferentes termos que compdem S serdo comprimidos na

férmula geral:

hf(x) = f(x)dx (3)

da qual se deduzird um apds o outro. Cauchy enuncia a quantidade S como uma soma de

produtos semelhantes a expressdo (3):

S = Z hf(x) = z f(x)dxAx. (4)

Ele afirma ser conveniente representar a integral definida para a qual converge a
guantidade S, enquanto os elementos da diferenca X — x,, tornam-se infinitamente
pequenos, pela notagdo [ hf(x) ou [ f(x)dx, em que a letraf substituindo a letra ¥,
indica ndo mais uma soma de produtos, mas o limite de uma soma desta espécie. Como
o valor da integral definida depende dos valores extremos x,, e X atribuidos a variavel x,

é conveniente também indicé-los. Ele sugere trés notacdes:
X
XO X = .XO
fxof(x)dx, ff(x)dx[x], ff(x)dx[xzx].
No caso particular em que a funcdo f(x) = a é constante, tem-se:
X
S = fx0a dx = a(X — xq).
Sea =1, tem-se:
X
fxo adx = (X — xp).

Esta definicdo de Cauchy servia apenas para fungBes continuas, apesar de ser
facilmente estendida para fungdes com um numero finito de descontinuidades. Em 1829
Dirichlet demonstrou isso e ainda discutiu a possibilidade de estender sua prova para
funcgdes ilimitadas em um intervalo limitado, mas ndo pensava ser possivel uma definicéo
de integrabilidade para funcdes com infinitos pontos de descontinuidade.

Ele argumentou (Dirichlet, 1829, p.157 et seq.) que se ha infinitos destes pontos,
a integral s faria sentido se para quaisquer valores a e b com —t < a < b < 1 (pois 0

objeto eram as séries de Fourier) fosse possivel encontrar valoresr e scoma <r < s <

b tais que a funcdo fosse continua entre r e s. Na sequéncia d& o famoso exemplo de
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fungéo que leva seu nome: que assume um valor ¢ quando x é racional e um outro valor
d quando x é irracional.

Em 1854 Riemann desenvolveu uma definicdo mais geral de integral que abarca
fungdes com infinitos pontos de descontinuidade (Riemann, 1898, p.239 et seq.). Ele
comeca simplificando a notagdo da soma S denotando os intervalos x; — x;_;por &;.
Assim:

S =06f(xo+&.01) + -+ 6 f (X1 + £,6p).

Ele observa que o valor acima depende da selecdo dos intervalos §; e dos nimeros
&;, € sem essa propriedade a integral ndo pode ser definida. Ainda argumenta que se a
funcdo f tornar-se infinitamente grande, ndo importa quao pequeno seja o valor de &, S
tendera para um valor arbitrario e ndo tera um valor limite, assim a integral para essa
funcdo ndo teria significado.

Ele criou uma nova condicao de existéncia para a integral como segue. Suponha
que S convirja e cada §; torne-se infinitamente pequeno. Denotamos por D; a maior
flutuacdo da funcdo entre x;_; — x;, ou seja, a maior diferenca entre 0 maior e 0 menor
valor neste intervalo. Dessa forma:

61D1 + 6,05 + -+ 6, D,
deve tornar-se infinitamente pequeno junto com cada ;.

Esta € uma condicdo indireta para integrabilidade. Na sequéncia da o exemplo
particular de funcdo que, de acordo com ele, ndo havia sido considerada até entdo: sejam

0s inteiros n e p, sendo este Gltimo impar, considere a série:

[o9)

()_x+2x+3x _an
fRO=7+5+73 L’

Ele mostra que para os valores a = %, em que p e n sdo primos entre si, os limites

laterais:
. 1 1 1 2
lim f () = flx —ﬁ<1+§+£+m>—f(x)—m,
e
lm, £ () = 100+ 5 (14 54 o) = 1) + 2
Jim f o) =)+ 55 9725 SRARET

sdo diferentes entre si e portanto mostram que essa fungdo ndo é continua nos pontos a.
Como esses pontos, que reduzidos a sua expressdo mais simples possuem um

denominador par, sdo infinitos em qualquer intervalo, segue que a funcdo é descontinua
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um namero infinito de vezes em qualquer intervalo, mas, suas variacdes bruscas
superiores a uma dada grandeza sdo sempre finitas. Dessa forma a funcgéo é suscetivel de
integracdo. Esse tipo de exemplo, levantou questdes sobre a natureza dos dominios das
fungdes e em que condicgdes destes é possivel definir claramente a integrabilidade delas.
Uma delas é sob quais condigdes estes dominios podem ser medidos. Camille Jordan deu
uma definicdo de integral definida em que esta era vista como um conjunto cujo conteddo
(algo que pudesse ser medido) era encontrado através do que chamou de conteudo interior
e exterior. E assim, o aprimoramento desta ideia levou a teoria da medida de Lebesgue e
consequentemente sua definigdo de integral como um tipo de medida. Com essa nova
integral, algumas fungdes impossiveis de integrar passaram a ser integraveis, como a do

exemplo dado por Dirichlet.

Considerac0es finais

Abordamos aqui alguns momentos do processo de formacdo da teoria de
integracdo, desde as buscas por areas de figuras curvas feitas pelos gregos, até o célculo
de integrais de fungdes com infinitos pontos de descontinuidade. O processo de
desenvolvimento deste conhecimento, bem como as duvidas concernentes a ele, sugere
uma sequéncia didatica natural em que problemas de area surgem a medida que a
linguagem para descrevé-los é incrementada.

A docéncia em matematica envolve sensibilidade por parte do professor com
relacdo as metodologias e abordagens que mais se adequardo ao conjunto de estudantes e
ao ambiente em que se encontram. Essa sensibilidade se forma com as diferentes
experiéncias que cada professor vivencia diariamente juntamente com o conhecimento
matematico que adquire continuamente. O conhecimento historico da matemética néo
raro revela relagbes com as diferentes metodologias e ainda sugere novas ideias para
aulas. Nosso principal objetivo foi trazer elementos do desenvolvimento do conhecimento

buscando que isso faca parte do pensamento a ser criado no processo de aprendizagem.
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