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Resumo

Os numeros complexos passaram por diversas mudancas até chegar a sua representacdo
atual, assim como varios matematicos contribuiram para sua forma, porém a
representacdo que conhecemos hoje foi a que se popularizou na Matematica. O presente
artigo consiste no desenvolvimento de uma pesquisa na disciplina de Historia da
Matemética, do curso de Licenciatura em Matematica do IFRN - Campus Santa Cruz,
sobre a contribuicdo de Carl Friedrich Gauss nos estudos e representacdo dos nimeros
complexos. O objetivo deste artigo € mostrar a representacao algébrica e geométrica dos
nimeros complexos partindo da utilizacdo da histéria da Matematica para sua
contextualizagdo e do uso de um software, 0 GeoGebra, para fazer aplica¢bes de sua
representacdo geomeétrica; unindo o estudo de sua representacdo através de Gauss e a
utilizacdo da tecnologia para essa representacdo. Fazendo conexdo de um assunto
teoricamente antigo com 0s recursos atuais. A metodologia utilizada neste artigo € de
cunho qualitativo por ter como campo empirico a utilizacdo de recursos tecnolégicos no
processo de representacdo geométrica dos nimeros complexos. Dessa forma, a partir de
uma investigagdo bibliografica em artigos cientificos de dominio publico, presentes na
rede mundial de computadores, e livros, percebeu-se a eficiéncia e clareza do GeoGebra
na representacdo geométrica dos complexos. A pesquisa na qual se insere essa
comunicacdo tem como finalidade a formacdo dos licenciandos para a pesquisa no
ensino superior. Diante do que foi exposto no trabalho a partir de artigos, em meios
eletronicos, e livros, nesses foram encontrados referéncias historicas sobre Gauss e a sua
contribuicdo para forma algébrica dos ndmeros complexos através da historia da
Matematica. Assim, percebeu-se a contribuicdo da tecnologia no estudo dos nimeros
complexos, possibilitando ser feito com que se tornassem grandes aliados e a
possibilidade de fazer essa representacéo, através da adaptagdo no plano cartesiano,
tornando-a significativa.
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Abstract

The complex numbers underwent several changes until arriving at its present
representation, just as several mathematicians contributed to its form, however the
representation that we know today was the one that became popular in Mathematics.
The present article consists in the development of a research in the discipline of
Mathematical History, of the Degree in Mathematics of the IFRN - Campus Santa Cruz,
on the contribution of Carl Friedrich Gauss in the studies and representation of the
complex numbers. The objective of this article is to show the algebraic and geometric
representation of the complex numbers starting from the use of the history of
Mathematics for its contextualization and the use of a software, GeoGebra, to make
applications of its geometric representation; uniting the study of its representation
through Gauss and the use of technology for this representation. Connecting a
theoretically old subject with the current resources. The methodology used in this article
Is qualitative because it has as an empirical field the use of technological resources in
the process of geometric representation of complex numbers. Thus, from a
bibliographical research in scientific articles of public domain, present in the world-
wide network of computers, and books, the efficiency and clarity of GeoGebra in the
geometric representation of the complexes was perceived. The research in which this
communication is inserted has the purpose of training the graduates for research in
higher education. Faced with what has been exposed in the work from articles, in
electronic media, and books, in these have been found historical references on Gauss
and his contribution to algebraic form of complex numbers through the history of
Mathematics. Thus, the contribution of technology in the study of complex numbers
was perceived, enabling them to become great allies and the possibility of making this
representation through adaptation on the Cartesian plane, making it significant.

Keywords: Gauss; GeoGebra; History of Mathematics; complex numbers; geometric
representation.
Introducéo

Os nameros complexos passaram por diversas mudancas até chegar a sua
representacdo atual, assim como varios matematicos contribuiram para sua forma,
porém a representacao que conhecemos hoje foi a que se popularizou na Matematica.

O presente artigo consiste no desenvolvimento de uma pesquisa na disciplina de
Histdria da Matematica, do curso de Licenciatura em Matematica do IFRN - Campus
Santa Cruz, sobre a contribuicdo de Carl Friedrich Gauss nos estudos e representacao
dos nimeros complexos.

Gauss (1777-1855) desde cedo externou sua enorme capacidade para a
Matematica. Conta-se que em uma atividade quando crianga, para a soma de todos 0s

nameros de 1 a 100, ele usou a expressdo n(n+1)/2. Aos dezoito anos demonstrou que
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um poligono regular de dezessete lados poderia ser construido apenas com a utilizagédo
de régua e compasso. Mas ele s6 ganhou fama aos vinte e trés anos, quando computou a
Orbita do planetoide de Ceres.

Um tratado publicado por Gauss em 1831 teve grande importancia historica.
Segundo Mol (2013):

Um tratado publicado por Gauss em 1831 teve importancia histérica por
apresentar a representacdo geométrica dos ndmeros complexos,
estabelecendo a correspondéncia entre 0 nimero z = x + iy e 0 ponto do plano
cartesiano de coordenadas (x, y). Uma representacdo geométrica similar dos
nimeros complexos ja havia sido obtida, em 1797, pelo noruegués Caspar
Wessel (1745-1818). No entanto, foi o trabalho de Gauss que a popularizou
dentro da comunidade matemaética, tanto que o plano dos nimeros complexos
é hoje conhecido como plano Gaussiano (MOL, 2013, p. 126).

Os numeros complexos sdo dados por sua forma algébrica sendo representados
por z = X + yi e por sua forma geométrica representada no plano cartesiano fazendo a
utilizacdo das coordenadas x ey, dos eixos das abcissas e ordenadas respectivamente.
Para a representacdo geométrica serd utilizado o software GeoGebra. O
GeoGebra (junco das palavras Geometria e Algebra) é um aplicativo do ensino da
matemaética de forma dindmica que combina conceitos de geometria e dlgebra em um
unico software. O programa permite realizar construgdes geométricas com a utilizagéo
de pontos, retas, segmentos de reta, circunferéncias, poligonos, etc., assim como
permite inserir func@es e alterar todos esses objetos dinamicamente.

O objetivo deste artigo € mostrar a representacdo algébrica e geométrica dos
nameros complexos fazendo a utilizacdo da histéria da Matematica para sua
contextualizacdo até o uso de um software, 0 GeoGebra, para fazer aplicacdes de sua
representacdo geométrica. Unindo o estudo de sua representacdo através de Gauss e a
utilizacdo da tecnologia para essa representacdo. Possibilitando a conexdo de um
assunto teoricamente antigo com recursos atuais. A padronizagdo do formato a ser
utilizado nos artigos é essencial para a correta edicdo dos anais do evento. Este
documento descreve os aspectos da formatagdo do modelo de artigos, portanto serve

como referéncia.
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Gauss e 0s Numeros Complexos
Gauss pretendeu demonstrar o teorema da reciprocidade biquadratica, porém
técnicas utilizadas por ele ndo possibilitaram uma demonstracdo geral do teorema,

apenas para casos especificos. Segundo Grimberg (2014):

[...] Isso levou Gauss a elaborar uma extensdo do dominio dos ndmeros
inteiros ao dos ndmeros imaginarios inteiros. O passo decisivo reside na
consideracdo que um ndmero primo da forma 2p+1 é soma de dois
quadrados; e assim botem se uma fatoracdo do nimero primo como produto
de dois numeros imaginarios: 2p + 1 = a2 + b2 = (a + bi)(a - bi). Este
método j& tinha sido descoberto e utilizado por Euler (170, p. 208 e sq.) para
encontrar uma fatoracdo dos nimeros da forma x2 + cy2. Mas Euler nédo
justificava a possibilidade de tratar os nimeros inteiros imaginarios da
mesma maneira que os nimeros inteiros (GRIMBERG, 2014, p. 149).

O desenvolvimento dos numeros complexos se deu de maneira longa,
alcancando a contribuigdo de diversos matematicos. Euler foi um dos que contribuiu
com sua extensdo, porém ndo conseguiu justificar a possibilidade de atencédo as raizes
negativas como as raizes positivas.

Os numeros complexos entdo surgiram da inexisténcia de solucGes para algumas

equacdes quadréaticas. Segundo Junior (2009):

Os numeros complexos sdo freqientemente associados a resolugdo de
equacdes quadraticas cujas solugBes sdo expressas por raizes quadradas de
nimeros negativos. Evoca-se um contexto histérico para justificar a
necessidade de se introduzir estes nimeros na matematica, ainda que a sua
histéria ndo seja detalhada.

[...] As equagBes quadraticas que apareciam na matematica grega surgiam de
investigacGes geométricas que utilizavam figuras como circulos e parabolas.
No entanto, algumas solu¢bes ndo podiam ser obtidas através destas
construgBes, 0 que caracterizava a inexisténcia de solugdo das equagBes
quadraticas correspondentes (JUNIOR, 2009, p. 11).

Com isso, 0s numeros complexos sdo extensdo da funcdo quadratica para as
quais ndo eram aceitas as raizes quadradas de ndmeros reais negativos, adquirindo a
forma z = x + yi formulada por Gauss, sendo 0 matematico que conseguiu justificar essa

atencdo as raizes negativas, e assim sendo popularizada na Matematica.

Representacdo Geométrica
A forma da representacdo geométrica dos nimeros complexos se deu inicio em

1673, obtendo-se, assim, o plano de Argand-Gauss. De acordo com Silva (2008):
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A forma de representacdo geométrica dos NUmeros Complexos, que hoje
conhecemos como Plano de Argand-Gauss, teve inicio em 1673, com John
Wallis que publica em 1673 a primeira representacdo de uma possivel
localizacéo da solugdo geométrica de problemas envolvendo raizes quadradas
de ndmeros reais negativos. Iniciava-se, entdo, a representacdo de nimeros
complexos por pontos do plano, uma maneira de geometrizar a algebra dos
complexos (SILVA, 2008, p. 15).

A representacdo geométrica dos nimeros complexos é remota assim como seu
estudo, que com seu aprofundamento pode ser realizada de diversas maneiras.

Entre as diversas possibilidades da representacdo geométrica dos numeros
complexos esta a representacdo utilizando o plano cartesiano, fazendo a aplicacdo no
GeoGebra. Segundo Bastos (2013):

[...] Vemos a é&nfase nas “multiplas possibilidades da representagdo
geométrica de um numero complexo z, que tem como imagem um ponto no
plano, como um par (X,y) de nimeros reais, ou escrito na forma z = x + yi.
Assim, como a reta foi necesséria e suficiente para acolher todos os nimeros
reais, racionais e irracionais, veremos que, com a expansdo do campo
numeérico para incluir nimeros que possam ser raizes quadradas de negativos,
serd necessario (e suficiente) todo plano cartesiano, que servira de inspira¢do
para construcdo do plano complexo, suporte para representacdo de todos 0s
numeros complexos” (BASTOS, 2013, p. 40).

A representacdo geométrica dos numeros complexos no plano de Argand-Gauss
teve inicio em 1673 e obteve as varias possibilidades de representacdo, porém a mais

utilizada é sua adaptacdo no plano cartesiano.

Metodologia

A metodologia utilizada neste artigo é de cunho qualitativo por ter como campo
empirico a utilizacdo de recursos tecnoldgicos no processo de representacdo geométrica
dos nimeros complexos. Dessa forma, a partir de uma investigacdo bibliografica em
artigos cientificos de dominio publico, presentes na rede mundial de computadores, e
livros, percebeu-se a eficiéncia e clareza do GeoGebra na representacdo geométrica dos
complexos. Pretendendo assim dinamizar e diferenciar essa representacdo. Bastos

(2013) descreve como essa representacao e feita. Segundo ele:

As coordenadas de um ponto de E2, por exemplo (X,y), constituem a parte
real e a parte imaginaria de um nimero complexo, respectivamente. Portanto,
podemos definir: a imagem do complexo z = x + yi é 0 ponto (X,y) do plano
cartesiano. Podemos, também, chamar o segmento orientado que liga a
origem do plano & imagem de z de vetor representativo desse nimero

complexo; vetor esse, {z, com componentes X e V. Neste contexto,
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chamaremos o plano cartesiano de plano complexo o eixo das abcissas de
eixo real e o eixo das ordenadas de eixo imaginario (BASTOS, 2013, p. 25).

Com isso, a utilizacdo do software nesse processo de representacdo geométrica
dos nameros complexos faz com que os estudos desse assunto, que existe hd muito
tempo, seja feito de forma mais atualizada, no caso, com a utilizagéo da tecnologia e das
fontes de pesquisa utilizadas nesse processo.

Assim, a metodologia utilizada no desenvolvimento e aplicacdo, facilitara o
alcance do objetivo principal, possibilitando a representacdo dos nimeros complexos de

maneira tecnoldgica e diferenciada.

Representacdo algébrica e geométrica dos nimeros complexos

Define-se o conjunto dos nimeros complexos, sendo representado por €, o
conjunto dos pares ordenados de nUmeros reais para 0s quais estdo estabelecidas a
igualdade, a adicdo e a multiplicacéo.

Adotaremos dois elementos, (a,b) e (c,d), de R? para dar trés essenciais
definicoes:

Igualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, apresentarem
primeiros e segundos, respectivamente, termos iguais.

(ab)=(c,dy>a=ceb=d
Adicdo: é a soma dos primeiros e a soma dos segundos termos dos pares dados.
(a,b) + (c,d) = (atc, b+d)

Multiplicacdo: é o produto de dois pares ordenados cujo primeiro termo é a
diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos segundos termos dos
pares dados e o segundo termo é a soma dos produtos do primeiro termo de cada par
dado pelo segundo termo do outro.

(a,b) . (c,d) = (ac - bd, ad + bc)

Utilizando as defini¢Oes para fazer as aplicagdes, temos:
Dados z1= (4,1) e z2= (3,2), calcular z1+22,21 . Z» € 712
Calculando:

Z1+2Z>=(4,1) + (3,2) = (4+3, 1+2) = (7,3)
Z1.2,=(4,1).(3,2) =(43-1.2,42+1.3)=(10,11)
Z1°=7121=(4,1). (41) = (44-1.1,4.1+1.4) = (15,8)
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Chama-se por unidade imaginaria e representada por i 0 numero complexo (0,1).
Observamos que:
I2=1i.i=(01).(0,1) = (0.0 — 1.1, 0.1 + 1.0) = -1. Por isso a propriedade bésica da

unidade imaginaria é: i2 = -1.

Para todo n € N, temos:
-l 0=

f=1,¥=-,i%=
Define-se conjugado do complexo z = X + yi ao complexo Z = X — Vi, isto é:
Z=xtyleoI=X-Yi
Fazendo uso das definicbes citadas anteriormente, serdo mostradas as
representacdes geométricas das operagdes feitas com os seguintes nimeros complexos
que serdo adaptados por pares ordenados.
Dados: Z1 = (1,6) e Z> = (4,7), calcular Z1 + Z», Zo— Z1,21. Z> € Z1lZ>.

Z1+2Z,=(1,6) + (4,7) = (1+4, 6+7) = (5, 13)

Figura 1: Representacdo geométrica da adicao
Fonte: Acervo das autoras

Z—71=(4,7)-(1,6) = (4-1,7-6) = (3, 1)
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Figura 2: Representacdo geométrica da subtracao
Fonte: Acervo das autoras

Z1.22=(16).(47) = (1.4—6.7,1.7 + 6.4) = (-38, 31)

Figura 3: Representacdo geométrica da multiplicacéo
Fonte: Acervo das autoras

Z1Zy=271.22=(1,6). (4,-7) = (1.4 — 6.(-7), 1.(-7) + 6.4) = (46, 17)
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Figura 4: Representacdo geométrica da divisao
Fonte: Acervo das autoras

Considerac0es Finais

A partir do objetivo deste artigo que foi mostrar a representacao algébrica e
geométrica dos numeros complexos fazendo a utilizacdo da histéria da Matematica para
sua contextualizagdo até o uso de um software, 0 GeoGebra, para fazer aplicacdes de
sua representacdo geométrica, e da metodologia utilizada, de cunho qualitativo por ter
como campo empirico a utilizacdo de recursos tecnoldgicos no processo de
representacdo geométrica dos nudmeros complexos, desde uma investigacdo
bibliografica em artigos cientificos de dominio publico, presentes na rede mundial de
computadores, e livros, percebeu-se a eficiéncia e clareza do GeoGebra na
representacdo geométrica dos complexos.

Com isso, foram feitas algumas aplicacGes de operacdes com oS nUmeros
complexos sendo utilizado o software GeoGebra, com o plano cartesiano na forma de
par ordenado (X,y), com a coordenada abscissa para representacdo dos nimeros reais e a
coordenada ordenada para representacao dos nimeros imaginarios.

Assim, percebeu-se a contribuicdo da tecnologia no estudo dos ndmeros
complexos, possibilitando essa alianca e a possibilidade de fazer essa representacéo,
através da adaptacao no plano cartesiano, tornando-a significativa.
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