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RESUMO

Neste trabalho apresentamos modelos que generalizam a nocdo de Sequéncia de
Fibonacci — SF. Neste sentido, com origem numa argumentacao recorrente de um curso
de graduagdo, que adota o modelo de producdo de coelhos imortais, temos a
possibilidade de identificar propriedades generalizadoras vinculadas com a nocao de
Sequéncia Generalizada de Fibonacci — SGF, bem como, possibilidades de obtencgéo do
namero de ouro e suas variantes.
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Introducéo

De modo tradicional, os livros de Histéria da Matematica — HM definem a

seguinte sequéncia recursiva indicada por {fn}newe descrita do seguinte modo

f =f_ +f ., para n>2. Por outro lado, a mesma formula pode ainda ser expressa

n

por f _,=f +f ,, para a condicdo n>1. O aspecto marcante de recursividade diz
respeito aos dois termos antecessores. Por outro lado, podemos avaliar, na primeira
formula, que: n=1.. f = f,+ f,. Dai, poderemos ainda obter que f 6 =f —f,,
todavia, ndo conhecemos ainda os valores numéricos correspondentes aos termos

indicados por f, e f ,. Seguindo 0 mesmo raciocinio, escreveremos n=2.. f, = f + f,

e, dai, inferimos que f, = f,— f,. Sabemos que uma sequéncia em IR é definida por

Xp: N> N . .. . A - .
’7‘1 o o De modo particular, definimos a seguinte sequéncia descrita de modo
n

recursivo, caracterizada por:
(fmnen: (1;1;2; 3;5; 8;13; 21; 34; 55; 89; 144; 233; 377; ...) (%).
Tal sequéncia é chamada de Sequéncia de Fibonacci - SF. O termo Fibonacci é a

abreviacdo de filho de Bonaccio, seu pai, como explica Dunlap. Posamentier &
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Lehmann (2007, p. 22) comentam que “Fibonacci acumulou experiéncia nos campo da
Aritmética e da Algebra, a partir das viagens que realizou na Europa”, entretanto, apesar
de ter desenvolvido varios trabalhos nestes campos da Matematica, Leonardo de Pisa é
lembrado geralmente em razdo do seu problema que descreve “a reprodugdo dos

coelhos imortais” (GULLBERG, 1997; WELLS, 2005. p. 101), como indicamos abaixo.

Figura 1 - Gullberg (1997) descreve a sequéncia de coelhos imortais.

Fonte: Gullberg (1997, p. 286).

Domingues (1991, p. 74) explica que, “provavelmente, para amenizar leitura do
Livro do Abaco, ou torna-la mais interessante”, Fibonacci incluiu no livro alguns
problemas curiosos e estimulantes, dentre os quais, um veio a se tornar especial: “Um
homem pde um casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de coelhos serdo
produzidos num ano, se a natureza desses coelhos € tal que a cada més um casal gera
um novo casal, que se torna produtivo a partir do segundo més?”.

O questionamento anterior é recorrente e bem divulgado num contexto de
cultura de graduacdo em Matematica, ndo obstante, a nocdo e propriedades que
buscaremos discutir, nomeada de Sequéncia Generalizada de Fibonacci — SGF, ainda
ndo ocupa seu devido lugar de destaque. Dessa maneira, na proxima secao, trazemos ao
conhecimento do leitor, outras sequéncias recursivas. Em alguns de nossos trabalhos
(ALVES & BORGES NETO, 2011; ALVES, 2013; 2015), discutimos a generaliza¢do
do modelo (fa)nen que envolve sua definicdo no campo dos inteiros. Torna-se natural,
entdo, conjecturarmos que relacdes podemos obter, na medida em que aumentamos a
quantidade de termos antecedentes, com o intuito de definir/descrever outras sequéncias

lineares recursivas, semelhantemente ao caso da SF.

A sequéncia de Fibonacci e a Tribonacci
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Sem mais delongas, a partir da formula de recursividade conhecida, sabemos

que: f,=f +f .-.%:H%. Seguindo um raciocinio semelhante ao que

n n

encontramos em Koshy (2011, p. 240), conjecturamos 0 comportamento de

A . . f .
convergéncia dos quocientes do tipo ;—” > 0. Desse modo, estabelecemos ainda que:

n

= __— . Ora, chamando x,, = T — X, = e
f, f, f, ‘% f, fos
n-1

. . n 1 - .
determinamos a seguinte equagdo x,,, =1+— e, passando o limite, escreveremos ainda
X

n

que: limx , =1+ ; ! o x=1+loxox-1-0. Koshy (2011, p. 240) declara o
N—>+00 Im Xn X

N—-+o0

fato conhecido nos livros de Historia da Matematica que, a raiz positiva da equacgédo

x* —x—1=0 fornece, justamente, o nimero de ouro, que é expresso por ¢=(1+ \/5)/2 :

De acordo com a definicéo, escrevemos:

Py = Py + Pos+ Py <—>[ p””jz P 1y Pz E, seguida, semelhantemente ao expediente

n-1 pn—l pn—l
usado em Feinberg (1963, p. 72 - 73), definimos:
Pra g Po ¢ P Dal, teremos ainda que
Pn Pna Pn-2

pn+1 — pn+1 . pn — pn+1 . pn
pnfl pnfl pn pn pnfl

=t,-t, ,. Desse modo, estabelecemos:

n n

t~tn1:tn1+1+ti<—>tn=1+i++. Feinberg (1963, p. 73) admite a

n
n-2 n-1 n-1"‘n-2

convergéncia da sequéncia ha pouco definida por {t,} _ ~digamos, para um valor ‘x’,

entdo  concluimos:  t, S I BN x=1+1+i2<—> xX*—x?-x-1=0.
t, .-t X X

Portanto, encontramos uma equacdo semelhante ao caso da SF mas, no primeiro caso,

encontramos um valor positivo que, na literatura de um curso de graduacdo, € nominado

de nimero de ouro. Por outro lado, com origem nas férmulas de Cardano, podemos

expressar a raiz real da equagdo x®-—-x*-x-1=0, da seguinte forma
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¢3:(1+€/19—3\/£+%/19+3J£) /3=1.839286755214...eIR. Pelo que vimos, 0 nimero

¢, possui propriedades semelhantes ao nimero de ouro, originado de uma equagao.

A SEQUENCIA DE TETRANACCI, PENTANACCI, HEXABONACCI E
ETC...
No caso de uma sequéncia recorrente definida por

q,=0,,+0,,+0,5+0d,,,n>4, repetiremos o argumento de Feinberg (1963). Neste

sentido, escrevemos:

Gy = Gy + Gy + G gty y <> =G0 Gz 49, Gnd pogemos ainda
qn—s Qn—3 qn—3 qn—3

1
escrever: qn . qn—z . qn—l — qn . qn—l . qn—2 — qn—l . qn—2 + qn—2 +1+ . NestaS
qn—3 qn—2 qn—l qn—l qn—Z qn—S qn—z qn—3 qn—3 k
qn—4
~ H . _ qn _ qn—l _ qn—2 .
expressoes, vamos assumir que: tn = —,tn_l = —,tn_2 = ——= € reescrevemos:
qn—l qn72 qn73

1 . i
tt ot =t -t ,+t +l+t_' Mais uma vez, Feinberg (1963, p. 74) comenta que

n
n-3

0 quociente acima, obtido a partir da sequéncia (q, ) apresenta um comportamento

neiN ’
de convergéncia, semelhante ao caso encontrado com a SF. Feinberg indica o seguinte

valor real 1,9275619K . Ora, podemos considerar

N—>-+o0 N—>+0 N—>+o0

. . . 1
limt, =t .. lim (t,-t_,-t,_,)=lim [tn_1~tn_2 +t,, +1+—j e, efetuando as passagens

n
n-3
- - - - - - 3 2 2 1 4 3 2
operacionais com limite, inferimos que: t°=t"+t +1+¥<—>t -t"-t"-t-1=0.

Assim, encontramos mais uma vez a seguinte equacdo  polinomial
x* —x®—x*—x—-1=0 relacionada com a sequéncia recursiva, definida a partir de seus

quatros termos antecedentes, que possui como uma das raizes reais, 0 nimero indicado

por ¢,.
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Vamos, agora, expressar a seguinte relacao analitica
r r r r r .
=0, +0 ,+0 g+, +F .~ ="l 0240347405 Segue ainda que:
rn—4 rn—4 rn—4 rn—4 rn—4
rn . r-n—3 . rn—2 . rn—l — rn . rn—l . rn—2 . rn—3 — r.n—l . rn—2 . rn—3 + rn—2 . I’.n—3 + I’.n—3 +1+ 1
r-n—4 If-n—3 r-n—2 rn—l r-n—l I’n—2 I’-n—3 rn—4 r-n—4 rn—2 rn—S rn—4 r-n—3 r-n—4 r“;“
rﬂ—5
r r, ro hLo T r, I r 1
n n-1 "n-2 "n-3 _ 'n-1 "n-2 "n-3 + n-2 , 'n-3 + n-3 +1+ ] Neste pontO,
e T T Ths Tio s T Nhis Ty T Fosg
rn—5
H H H . “— rn . . rn—l . . rn72 . . rn—S
repetimos o seguinte procedlmento. q, =—0,4, =—:0,, = 10,3 =— 0 que
rn—l n-2 rn—3 rn—4
. 1
resulta em: Q.03 Gy, O3 =0y Oy Ung+ Uy Oy tlostl+—. Para

n-4
finalizar, assumindo que a convergéncia da sequéncia definida pelos quocientes
anteriores, escrevemos:

. . . 1
lim q,=49." nlirﬂo(qn AU A 'qn—B) = nILer O Oz Uhs Oh2 Ohs t0is +1+—|.

N—>+0
n-4

Obteremos, pois, que: q“=q3+q2+q+1+%<—>q5—q4—q3—q2—q—1=0. Para

concluir, vamos considerar a seguinte sequéncia recursiva
Sy =S,1+S,2+S,3+S, 4+S,5+S,5, Para n>6. Repetiremos, pois, 0 processo
anterior, escrevendo:

S

_n_

51 Sio  Ses Shea gy 5o So o Shs Sio Soa _Sea Seo Ses Sow g Sie

sn—5 Sn—5 sn—S Sn—5 sn—5 Sn—s Sn—5 Sn—4 Sn—3 Sn—2 Sn—l Sn—5 Sn—s Sn—5 Sn—S sn—5

. S, S ., S, ., S .. S S S S 1
Em seguida, reescrevemos; —-.-—L.=n=2.°n3 . n-d _ “nd oy o2 o8 g Tt 4]+
1 Sz Sns Sps Sis Sis Sis Sis Sis Sn_s
Sn—6
1 HHY Sn . Sn—l. Sn—z. Sn—3. sn—4
Mais uma vez, adotamos a substituicdo: h =—-;h ,=—"h ,="=h ,="=:h , = 0
Sn—l Sn—2 Sn—3 Sn—4 Sn—5

que conduz a nova igualdade: h-h -h ,-h-h, =h -h 0 L, th

1
o ah +h,ehh +h*3.h"’4+1+h7'

n-5
Ora, com arrimo nos argumentos anteriores, encontramos a seguinte equacao

h® —h°—~h*—h*-h*-h-1=0 que possui, como umas das raizes reais positivas, 0 nimero
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¢, . Encerramos a presente se¢do assinalando que as ultimas argumentagdes, de modo

geral, sdo desconsideradas e ndo pormenorizadas por autores de livros de Historia.

Consideracoes finais

Na secédo anterior, de acordo com referéncias especializadas e pouco divulgadas
no locus académico (VOROBE"V, 1974), discutimos propriedades relacionadas com as
sequéncias de tribonacci, tetranacci, pentanacci e hexabonacci. Ora, com arrimo nos
argumentos anteriores, podemos conjecturar a existéncia de outras propriedades
originadas da SF e adquirir um entendimento da evolucéo histérica de um modelo que
se mostra indene aos efeitos temporais, séculos e séculos apds sua proposicéo.

Apresentamos, pois, equacdes polinomiais que resultam no ndmero de ouro ¢, bem
como outros numeros derivados, que denotaremos por &,d,,4,4,.K ,¢,,K (FENG,

2011).
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